
خدا نام بھ

دوم١۴٠٢-١۴٠٣ نیمسال یک عمومی ریاضی ترم پایان پاسخنامھ

یک: سوال پاسخ

z = cos θ + i sin θ ۴نمره
n

∑
k=٠

zk =
n

∑
k=٠
(cos θ + i sin θ)k =

n

∑
k=٠
(coskθ + i sinkθ) ∗

طرفی از

n

∑
k=٠

zk = ١ − zn+١

١ − z
= ١ − (cos θ + i sin θ)n+١

١ − (cos θ + i sin θ)
= ١ − (cos(n + ١)θ + i sin(n + ١)θ)

١ − cos θ − i sin θ
۴نمره

= (١ − cos(n + ١)θ − i sin(n + ١)θ)(١ − cos θ + i sin θ)
(١ − cos θ)٢ + sin٢ θ

۴نمره

=
((١ − cos(n + ١)θ)(١ − cos θ) + sin(n + ١)θ sin θ) ضریب+ یک i

١ − ٢ cos θ + cos٢ θ + sin٢ θ
∗ ∗ ۴نمره

داریم ** و * در حقیقی ای مقایسھ

n

∑
k=٠

cos(kθ) =
((١ − cos(n + ١)θ)(١ − cos θ) + sin(n + ١)θ sin θ)

٢ − ٢ cos(θ)

= cos(nθ
٢
) csc(θ

٢
) sin((١ + n)θ

٢
) ۴نمره

کرد: استفاده قطبی فرم از توان می دوم: حل راه

n

∑
k=٠

cos(kθ) = Re
n

∑
k=٠
(eθi)k = Re(١ − e(n+١)θi

١ − eθi
) = Re(١ − (cos(n + ١)θ + i sin(n + ١)θ)

١ − cos θ − i sin θ
)

داشت: خواھیم و کنیم می ضرب مخرج مزدوج در ادامھ در

n

∑
k=٠

cos(kθ) =
((١ − cos(n + ١)θ)(١ − cos θ) + sin(n + ١)θ sin θ)

٢ − ٢ cos(θ)

= cos(nθ
٢
) csc(θ

٢
) sin((١ + n)θ

٢
)



دوم: سوال پاسخ

کھ آنجا از دارد. ریشھ یک حداقل دھیم می نشان

lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞

نمره. ١٠ است. R در ریشھ یک حداقل دارای f پس

بگیریم: مشتق تابع از اگر

f(x) = x٣ + ax + bÐ→ f ′(x) = ٣x٢ + a > ٠

نمره ١٠ دارد. ریشھ یک دقیقا و است صعودی اکیداً f تابع پس است صفر از بزرگتر مشتق چون

ریشھ: یکتایی اثبات برای دیگر روش

شود. صفر برابر c ∈ (x١, x٢) مانند نقطھ یک در مشتق باید بنابراین باشد داشتھ وجود x٢ و x١ مانند ریشھ دو کنیم فرض

است. تناقض در a > ٠ فرض با کھ

مرتضوی: السادات ریحانھ خانم توسط شده ارائھ سوم حل راه

ھر مزدوج کھ آنجایی از است. ریشھ سھ دارای مختلط اعداد ی دامنھ روی پس داریم، سوم ی درجھ ای جملھ چند چون

ھای ریشھ تنھا چون باشد. داشتھ وجود باید c حقیقی ریشھ یک حداقل پس بود، خواھد ای جملھ چند ریشھ یک نیز مختلط عدد

داشت: خواھیم بنابراین است. برابر خودش با آن مزدوج حقیقی،

x٣ + ax + b = (x − c)(x٢ + cx + (a + c٢))

باشند، حقیقی توانند نمی مابقی ریشھ دو پس شد. خواھد منفی عددی کنیم محاسبھ را دوم درجھ ی معادلھ دلتای اگر چون

داشت. خواھیم حقیقی ی ریشھ یک تنھا بنابراین



سوم: سوال پاسخ

نمره. ١٠ الف)

است. متناھی و موجود f
′(٠) مقدار پس ھست خود، دامنھ روی پذیر مشتق و پیوستھ تابعی f چون قضیھ طبق اول: حل راه

f ′(٠) = lim
h→٠

f(h) − f(٠)
h

بگیریم نظر در منفی h با یکبار اگر و است نامنفی حد بگیریم نظر در مثبت h با را نظر مورد حد اگر صورت این در

. f ′(٠) = ٠ پس است صفر حد گیریم می نتیجھ و است نامثبت حد

دوم: حل راه

است شده صفر با برابر تابع مقدار صفر در و است نامنفی چون و دارد مینیمم بستھ بازه روی پیوستھ تابع کرد اشاره می توان

است. صفر با برابر آن در مشتق پس است موضعی مینیمم نقطھ یک صفر نقطھ پس

اول: حل راه ب)

بازه ھست. ھم پیوستھ پس است. پذیر مشتق درثانی و دارد وجود اولا f ′′(x) پس است پذیر مشتق بار سھ چون نمره. ١٠

ترتیب این بھ نامیم. می ٢M را آن کند. می اتخاذ را خود ماکزیمم مقدار بازه این روی ∣f ′′(x)∣پس است فشرده ھم [−١,١]

. ∣f ′(x)∣ ≤ ٢M ∣x∣ بازه داخل x ھر برای کھ شود می معلوم x تا ٠ ی بازه روی انتگرالگیری با سپس .∣f ′′(x)∣ ≤ ٢M

x ھر برای کھ شود می معلوم بگیریم انتگرال دیگر یکبار اگر

∣f(x)∣ ≤ ٢M
٢
x٢ ⇒ ∣f(x)∣ ≤Mx٢.

دوم: حل راه

خطی) تقریب خطای دیگر عبارت (بھ کرد استفاده یکم مرتبھ تیلور چندجملھ ای خطای از می توان

f(x) = f(٠) + f ′(٠)x + f ′′(c)x
٢

٢
= f ′′(c)x

٢

٢

شود. می اثبات حکم و ∣f ′′(c)∣ ≤M بگیریم نظر در توانیم می بنابراین است یک و صفر بین c میدانیم



دبیری: پارسا آقای توسط شده ارائھ سوم حل راه

کنیم: تعریف زیر صورت بھ را g(x) تابع میتوانیم

g(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f(x)
x٢ x ≠ ٠

f
′′(٠)
٢

x = ٠

[−١,١] ی بستھ ی بازه روی g تابع کنیم ثابت بتوانیم اگر است. دار کران f
پس(٠)′′ است، پذیر مشتق بار سھ f تابع چون

صفر در را تابع پیوستگی است کافی بنابراین رسد. می اثبات بھ حکم نتیجھ در و شود می نتیجھ آن داری کران است، پیوستھ

: داشت خواھیم ھوپیتال ی قاعده دوبار کاربردن بھ با کنیم، بررسی

lim
x→٠

g(x) H= lim
x→٠

f
′(x)
٢x

H= lim
x→٠

f
′′(x)
٢
= f

′′(٠)
٢

.

ب: قسمت بندی بارم نحوه

انتخابی. حل راه در آن از صحیح استفاده و دوم مشتق داری کران نمره ٢

. انتخابی حل راه براساس f(٠) = ٠ از صحیح استفاده نمره ۴

انتخابی. حل راه براساس f ′(٠) = ٠ از صحیح استفاده نمره ۴



چھارم: سوال پاسخ

بگیریم: نظر در (٣
٢
,٠) ی نقطھ از را فاصلھ تابع است کافی

d(x, y) =
√
(x − ٣

٢
)٢ + y٢

صورت بھ را ھدف تابع سھمی، ی ضابطھ بھ توجھ با و کنیم فرض فاصلھ مجذور تابع کردن مینیمم را مسئلھ ھدف توانیم می

بنویسم: زیر

f(x) = (x − ٣
٢
)٢ + ٢x

و ٢yy′ = ٢ بگیریم مشتق سھمی ی ضابطھ از اگر میکند. صدق (١
٢
,−١) و (١

٢
,١) ھای نقطھ در f ′(x) = ٠ ی معادلھ

زیر صورت بھ مماس خطوط معادلات بنابراین کنیم. محاسبھ را مماس خط شیب توانیم می دھیم، قرار را مذکور ھای نقطھ

شد: خواھد

y − ١ = ١(x − ٣
٢
)

و

y − ١ = −١(x − ٣
٢
)

بندی: بارم نحوه

آن مشتق ی محاسبھ و کردن مینیم برای ھدف تابع تشخیص بھ نمره ٨

مینیمم ی نقطھ دو یافتن نمره ۵

نقطھ دو برای مماس شیب ی محاسبھ نمره ۵

مماس خطوط ی ضابطھ نوشتن نمره ٢

است. گرفتھ تعلق کامل ی نمره نیز، بودند یافتھ را مماس خطوط از یکی تنھا کھ افرادی بھ سوال این در



پنجم: سوال پاسخ

u = x۴ − ١ (۶)

du = ۴x٣dx (۶)

∫
x٣

x۴ − ١
dx = ∫

١
۴u

du = ١
۴
ln(x۴ − ١) (٨)

ششم: سوال پاسخ

y = ∫
x

١

√
t٣ − ١dt ١ ≤ x ≤ ۴

S = ∫
۴

١

√
١ + (y′(t))٢ dt (۴)

y′ = (∫
x

١

√
t٣ − ١dt)′⇒ y′ =

√
x٣ − ١ (۴)

S = ∫
۴

١

√
١ + (
√
x٣ − ٢(١ dx = ∫

۴

١

√
١ + (x٣ − ١)dx = ∫

۴

١

√
x٣ dx = ∫

۴

١
x

٣
٢ dx (٨)

= ٢
۵
x

۵
٢ ∣

۴

١
= ٢

۵
[۴ ۵

٢ − ١ ۵
٢ ] = ۶٢

۵
(۴)

ھفتم: سوال پاسخ

an =
√
n + ١ −

√
n − ١

n
×
√
n + ١ +

√
n − ١√

n + ١ +
√
n − ١

= ٢
n(
√
n + ١ +

√
n − ١)

نمره ۴

کنیم. مقایسھ
∞
∑
n=١

bn =
∞
∑
n=١

١
n

٣
٢

سری با است کافی

نمره ٨

lim
n→∞

an
bn
= ١

نمره ۴

شد. خواھد ھمگرا نیز
∞
∑
n=١

an پس است ھمگرا
∞
∑
n=١

bn چون مقایسھ آزمون طبق بنابراین

نمره ۴



بگیرید: نظر در را زیر اتحاد ھشتم: سوال پاسخ

Fn−١Fn+١ − F ٢
n = (−١)n

داشت: خواھیم و کرده تقسیم FnFn−١ بر را فوق اتحاد است کافی

Fn+١

Fn

= Fn

Fn−١
+ (−١)n
Fn−١Fn

داشت: خواھیم مشابھ طور بھ
Fn

Fn−١
= Fn−١

Fn−٢
+ (−١)n−١

Fn−٢Fn−١

دھد: می نتیجھ کھ
Fn+١

Fn

= Fn−١

Fn−٢
+ (−١)n−١

Fn−٢Fn−١
+ (−١)n
Fn−١Fn

داشت: خواھیم روند این ی ادامھ با
Fn+١

Fn

= F١

F٢
+

n

∑
k=٢

(−١)k
Fk−١Fk

شود: می اثبات زیر ی رابطھ F١ = F٢ = ١ چون

Fn+١

Fn

= ١ +
n

∑
k=٢

(−١)k
Fk−١Fk

است. ھمگرا فوق سری پس نزولی و مثبت جملات و است متناوب سری چون

باشیم: داشتھ را زیر حد حاصل است کافی
∞
∑
n=١

Fnxn سری ھمگرایی ی دامنھ یافتن برای

lim
n→∞

Fn+١

Fn

= ١
R

داریم: فیبوناچی ی رابطھ از استفاده با حال است. موجود حد این الف قسمت بھ توجھ با کھ

Fn+١

Fn

= Fn

Fn

+ Fn−١

Fn

داشت: خواھیم نھایت بی در بنابراین
١
R
= ١ +R



قابل اول ریشھ فقط است مثبت ھمگرایی شعاع چون کھ −١ −
√

۵
٢

و −١ +
√

۵
٢

برابر دوم درجھ ی معادلھ این ھای ریشھ

ھست. قبول

: Fn+١

Fn

= ١ +
n

∑
k=٢

(−١)k
Fk−١Fk

اثبات برای دوم حل راه

داشت: خواھیم شده داده اتحاد کمک بھ
(−١)n
FnFn−١

= Fn+١

Fn

− Fn

Fn−١

سری بنابراین
n

∑
k=٢

(−١)k
Fk−١Fk

گردد. می اثبات سادگی بھ زیر ی رابطھ و شود می تلسکوپی سری یک

Fn+١

Fn

− F١

F٢
=

n

∑
k=٢

(−١)k
Fk−١Fk

شود. می اثبات بخش این F١ = F٢ = ١ اینکھ بھ توجھ با

بندی: بارم نحوه

نظر. مورد سری بھ رسیدن و شده داده راھنمایی از استفاده نمره ۴

متناوب. سری ھمگرایی اثبات نمره ۴

آن. مقدار ی محاسبھ و نظر مورد حد وجود دادن نشان نمره ۴

ھمگرایی. شعاع برای نسبت آزمون نوشتن نمره ۴

ھمگرایی. شعاع آوردن دست بھ نمره ۴


