
تعالی باسمه
۱۴۰۲ بهار ،۱ عمومی رياضی دوم ميان ترم آزمون بارم بندی

است.) فـايل اين بعدی صفحات در شده نوشته راه حل های مبنای بر (بارم بندی ها

يک. سوال

الف بخش •

اول مشتق محاسبه ۲نمره: –
نزولی و صعودی بازه های تعيين و اول مشتق علامت تعيين نمره: ۱ –

ب بخش •

f(e
۱
۲ ) محاسبه نمره: ۱ –

قبل تابع بودن صعودی به اشاره با يا دوم مشتق آزمون طريق از e ۱
۲ نقطه بودن ماکسيمم نمره: ۱ –

نقطه اين از بعد تابع بودن نزولی و نقطه اين از

پ بخش •

بی نهايت. در حد محاسبه نمره. ۲ –
صفر در حد محاسبه نمره: ۱ –

ت بخش •

تابع دوم مشتق محاسبه نمره: ۲ –
مقعر و محدب بازه های تعيين و دوم مشتق علامت تعيين نمره: ۱ –

ث بخش •

دارد. را عطف نقطه خواص نقطه اين که اين به اشاره و عطف و نقطه محاسبه نمره. ۲ –

ج بخش •

صعودی بی نهايت، يا صفر در حد مثل نمودار بخش های در ايرادی صورت در نمودار. رسم ۲نمره: –
می شود. کسر نمره ۲ يا ۱ و... تابع بودن نزولی

۱



دو. سوال

مختلف. بازه های در f − g علامت درست تعيين نمره ۵ •

[۰,۱] بازه در انتگرال محاسبه نمره: ۲ •

[۱,۲] بازه در انتگرال محاسبه نمره: ۲ •

نهايی جواب محاسبه و جمع بندی نمره: ۱ •

سه. سوال
√۲۱ در بالاتر) (يا ۳ درجه چندجمله ای خطای که اين اثبات برای تيلور قضيه از درست استفـاده نمره: ۷ •

است. ۱
۱۰۰۰ از کم تر

x = ۲۵ حول قبل) بخش جواب به بسته بالاتر (يا ۳ درجه تيلور چندجمله ای درست نوشتن نمره: ۳ •

چهار. سوال

x حسب بر هتل سود تابع محاسبه نمره: ۶ •

ماکسيمم نقطه يافتن نمره: ۴ •

می شود. نمره کسر باعث نشود توجه بازه انتهايی نقـاط به ماکسيمم نقطه يافتن در که صورتی در ◦

پنج. سوال

y′ محاسبه و ضمنی مشتق گيری از درست از استفـاده نمره: ۵ •

A در مماس خط محاسبه نمره: ۲ •

B در مماس خط محاسبه نمره: ۲ •

خط دو اين بودن عمود اثبات نمره: ۱ •

۲



تعالی باسمه
۱۴۰۲ بهار ،۱ عمومی رياضی ميان ترم آزمون راه حل

بگيريد. نظر در را f(x) = lnx

x۲ ضابطه با f : R+ → R تابع .۱
است. نزولی اکيداً بازه هايی، يا بازه  چه روی و صعودی اکيداً بازه هايی يا بازه چه روی f کنيد تعيين الف)

می دهد. رخ نقـاطی يا نقطه  چه در کنيد تعيين و کنيد محاسبه را R+ دامنه روی f تابع ماکسيمم مقدار ب)
کنيد. محاسبه را lim

x→۰+
f(x) و lim

x→+∞
f(x) مقدار پ)

است. مقعر بازه هايی يا بازه  چه روی و محدب تابعی بازه هايی يا بازه  چه روی f کنيد تعيين ت)
کنيد. تعيين را f عطف نقـاط ث)

کنيد. رسم را f نمودار ج)

راه حل.
بخش های به پاسخ برای است. مشتق پذير تابعی خود پس می آيد دست به مشتق پذير تابع دو تقسيم از f(x) تابع

می کنيم. محاسبه را تابع اين دوم و اول مشتق  مساله مختلف

f(x) =
lnx

x۲ ⇒ f ′(x) =
۱
x .x

۲ − ۲x. lnx
x۴ =

۱ − ۲ lnx

x۳

f ′′(x) =
−۲
x .x۳ − ۳x۲(۱ − ۲ lnx)

x۶ =
−۲x۲ − ۳x۲ + ۶x۲ lnx

x۶ =
−۵ + ۶ lnx

x۴

توجه با کنيم. تعيين x مختلف مقـادير ازای به را f ′(x) علامت بايد تابع، بودن نزولی و صعودی تعيين برای الف)
۱ − ۲ lnx يعنی کسر اين صورت علامت با f ′(x) علامت است مثبت هميشه f ′(x) عبارت کسر مخرج که اين

است. يک سان
f ′(x) < ۰ ⇔ ۱ − ۲ ln(x) < ۰ ⇔ ۱

۲ < lnx ⇔ e
۱
۲ < x

بازه روی و صعودی اکيداً (۰, e ۱
۲ ] بازه روی f تابع پس .f ′(x) > ۰ ،e ۱

۲ از کوچک تر xهای برای ترتيب همين به
است. نزولی اکيداً [e ۱

۲ ,+∞)

رخ x = e
۱
۲ در تابع ماکسيمم مقدار ،e ۱

۲ از بعد و قبل تابع نزولی و صعودی رفتار و الف قسمت به توجه با ب)
است. f(e ۱

۲ ) = ln e
۱۲

e
۱۲

= ۱
۲e

− ۱
۲ برابر آن مقدار و می دهد

هوپيتال قـاعده از می کنند ميل بی نهايت به دو هر کسر مخرج و صورت که اين به توجه با lim
x→+∞

lnx
x۲ برای پ)

می کنيم. استفـاده
lim

x→+∞

d
dx lnx
d
dxx

۲ = lim
x→+∞

۱
x

۲x = lim
x→+∞

۱
x۳ = ۰.

است. صفر برابر هم lim
x→+∞

lnx
x۲ حد مقدار هوپيتال، قـاعده طبق پس

۳



که کنيد توجه lim
x→۰+

lnx
x۲ حد مورد در

lim
x→۰+

۱
x۲ = +∞, lim

x→۰+
lnx = −∞.

پس
lim
x→۰+

f(x) = lim
x→۰+

۱
x۲ lnx = −∞.

توجه با کنيم. تعيين x مختلف مقـادير ازای به را f ′′(x) علامت بايد تابع،  بودن مقعر يا محدب تعيين برای ت)
يعنی آن صورت علامت با f ′′(x) علامت است، مثبت هميشه x۴ يعنی f ′′(x) عبارت کسر مخرج که اين به

است. يکسان −۵ + ۶ lnx

f ′′(x) < ۰ ⇔ −۵ + ۶ lnx < ۰ ⇔ lnx <
۵
۶ ⇔ x < e

۵
۶

(e
۵
۶ ,+∞) بازه روی و مقعر (۰, e ۵

۶ ) بازه روی f تابع .f ′′(x) > ۰ ،e ۵
۶ از بزرگ تر xهای برای ترتيب همين به

است. محدب

مماس خط تعريف دامنه نقـاط همه در تابع چون واقع در دارد. عطف نقطه (e ۵
۶ , f(e

۵
۶ )) نقطه در تنها تابع ث)

که باشد متفـاوت آن از بعد و قبل دوم مشتق علامت که بيابيم را نقـاطی بايد عطف نقطه تشخيص برای دارد،
است. (e ۵

۶ , f(e
۵
۶ )) خاصيت اين با نقطه تنها

است. زير صورت به تابع نمودار قبلی بخش های به توجه با ج)

۴



به را [۰,۲] بازه در g(x) = ۳x− ۲ sin۲ x و f(x) = x۲ + ۲ cos۲ x نمودارهای بين محصور ناحيه مساحت .۲
آوريد. دست

راه حل.
توجه حال است. ∫ ۲

۰ |f(x) − g(x)|dx برابر [۰,۲] بازه در f, g تابع دو نمودارهای بين محصور ناحيه مساحت
که کنيد

f(x)− g(x) = x۲ − ۳x+ ۲(cos۲ x+ sin۲ x) = x۲ − ۳x+ ۲ = (x− ۱)(x− ۲)

داريم است مثبت (۰,۱) بازه روی و منفی (۱,۲) بازه روی x۲ − ۳x+ ۲ که اين به توجه با ∫پس ۱

۰
|f(x)− g(x)|dx =

∫ ۱

۰
(x۲ − ۳x+ ۲)dx = (

x۳

۳ − ۳x
۲

۲ + ۲x)∣∣۱۰ =
۱
۳ − ۳

۲ + ۲ =
۵
۶∫ ۲

۱
|f(x)−g(x)|dx =

∫ ۲

۱
(−x۲+۳x−۲)dx = (−x۳

۳ +۳x
۲

۲ −۲x)∣∣۲۱ = (−۸
۳+۳۴

۲−۴)−(−۱
۳+۳۱

۲−۲) = ۱
۶

∫پس ۲

۰
|f(x)− g(x)|dx =

∫ ۱

۰
|f(x)− g(x)|dx+

∫ ۲

۱
|f(x)− g(x)|dx =

۵
۶ +

۱
۶ = ۱.

۵



۱
۱۰۰۰ دقت با را √۲۱ مقدار ،x = ۲۵ حول √

x تابع برای تيلور چندجمله ای يک از استفـاده با می خواهيم .۳
برای باشد؟ عددی چه است کافی استفـاده مورد تيلور چندجمله ای درجه منظور، اين برای کنيم. محاسبه
بنويسيد. را x = ۲۵ حول √

x تيلور چندجمله ای می کنيد، معرفی که درجه ای برای بياوريد. دليل خود ادعای

راه حل.
تيلور قضيه طبق می دهيم. نمايش Pn(x) با را x = ۲۵ حول f(x) =

√
x تابع n درجه تيلور چندجمله ای

است زير صورت به √۲۱ واقعی مقدار از Pn(۲۱) تخمين خطای مقدار

|
√۲۱ − Pn(۲۱)| = |f (n+۱)(c)|

(n+ ۱)! |(۲۱ − ۲۵)n+۱| = ۴n+۱|f (n+۱)(c)|
(n+ ۱)! .

تابع مشتق های دهد. ۱
۱۰۰۰ از کم تر عددی بالا تخمين که شود پيدا گونه ای به n عدد بايد مساله اين در واقع در

است. زير صورت به f(x) = √
x

f(x) = x
۱
۲ , f ′(x) =

۱
۲x

− ۱
۲ , f ′′(x) =

−۱
۴ x

−۳
۲ , f ′′′(x) =

۳
۸x

−۵
۲ , f (۴)(x) =

−۵
۱۶ x

−۷
۲ , . . .

است زير برابر P۳(۲۱) تخمين به مربوط خطای که ديد می توان n = ۳ بررسی با

|
√۲۱ − P۳(۲۱)| = ۴۴|f (۴)(c)|

۴! =
۴۴

۴! ·
۵
۱۶ .

۱
c

۷
۲
.

پس .c ۷
۲ > ۱۶ ۷

۲ = ۴۷ گفت می توان اطمينان با ،c > ۲۱ چون

|
√۲۱ − P۳(۲۱)| < ۴۴

۴! ·
۵
۱۶ · ۱

۴۷ =
۵

۴۵ × ۲۴
۱

۱۰۰۰ دقت با را √۲۱ مقدار P۳(۲۱) پس .(۴! × ۴۵ > ۲۴ × ۲۱۰ > ۲۴۰۰۰) است. ۱
۱۰۰۰ از کم تر آخر عبارت که

است زير صورت به x = ۲۵ حول f(x) تابع سوم درجه تيلور چندجمله ای کنيد توجه نهايت در می زند. تخمين

P۳(x) = f(۲۵) + f ′(۲۵)
۱! (x− ۲۵) + f ′′(۲۵)

۲! (x− ۲۵)۲ +
f ′′′(۲۵)

۳! (x− ۲۵)۳

= ۵ +
۱
۱۰(x− ۲۵) + −۱

۱۰۳ (x− ۲۵)۲ +
۲

۱۰۵ (x− ۲۵)۳

می آيد: دست به √۲۱ برای زير تخمينی مقدار P۳ در x = ۲۱ جای گذاری با توضيح.

P۳(۲۱) = ۵+
۱
۱۰(۲۱− ۲۵)+ −۱

۱۰۳ (۲۱− ۲۵)۲ + ۲
۱۰۵ (۲۱− ۲۵)۳ = ۵− ۴

۱۰ − ۱۶
۱۰۳ − ۱۲۸

۱۰۵ = ۴/۵۸۲۷۲

است. ۴/۵۸۲۵۷۵ · · · برابر √۲۱ واقعی مقدار که است حالی در اين و
استفـاده نيز c ۷

۲ > ۴/۵۷ مثل ديگری تخمين های از c ۷
۲ > ۴۷ نابرابری جای به بالا راه حل در می توان توضيح.

است. ۱
۱۰۰۰ از کم تر P۳(۲۱) و √۲۱ اختلاف که کرد ثابت هم باز و (۴/۵۲ = ۲۰/۲۵ < ۲۱) کرد

که ديگری عدد هر است کافی و شود معرفی جواب عنوان به n = ۳ حتماً نيست لازم که کنيد توجه توضيح.
محاسبات بايد تنها می کند. کار منظور اين برای n ≥ ۳ هر واقع در شود. معرفی می دهد ۱

۱۰۰۰ خطای با تخمين
شود. انجام درستی به

۶



اتاق هر در اقـامت هزينه هتل اين اگر است. برابر هم با اتاق ها همه در اقـامت هزينه که دارد اتاق ۸۰ هتلی .۴
اقـامت هزينه اگر ترتيب، همين به شد. پرخواهند اتاق ۸۰ همه کند، تعيين کم تر) (يا دلار ۴۰ شب، هر برای را
بيش تر) (يا دلار ۸۰ را هزينه که صورتی در و ماند خواهد خالی اتاق ۲x کند، انتخاب +۴۰)دلار x) را اتاق هر در
و دلار ۱۰ شب هر در داده شده اجاره اتاق هر نگه داری هزينه می دانيم می مانند. خالی اتاق ها همه کند، تعيين
تا کند تعيين مقدار چه را اتاق ها در اقـامت هزينه بايد هتل است. دلار ۲ شب هر در نشده داده اجاره اتاق هر

کند؟ بيشينه را خود سود

راه حل.
کند: تعيين ۴۰ + x را اتاق هر اجاره هزينه هتل اگر

دلار ۲x×۲ مجموع در پس داشت. خواهد نگه داری هزينه دلار ۲ کدام هر که ماند خواهد خالی اتاق ۲x •
بود. خواهد اتاق ها اين نگه داری هزينه

۱۰(۸۰−۲x) مجموع (در دارد نگه داری هزينه دلار ۱۰ کدام هر که بود خواهند پر اتاق ۸۰−۲x عوض در •
داشت. خواهد اتاق ها اين از درآمد دلار (۸۰ − ۲x)(۴۰ + x) ديگر طرف از نگه داری). برای دلار

با است برابر کند، تعيين ۴۰ + x را اتاق هزينه که صورتی در هتل اين سود مجموع در پس

P (x) = (۸۰ − ۲x)(۴۰ + x)− ۱۰(۸۰ − ۲x)− ۲(۲x) = ۲۴۰۰ + ۱۶x− ۲x۲

ابتدا نقـاط بايد ،۰ ≤ x ≤ ۴۰ برای P (x) ماکسيمم يافتن برای پس است. ۴۰ تا ۰ بين عددی x که کنيد توجه
کنيم. بررسی را است صفر آن ها در تابع مشتق که نقـاطی ترتيب همين و بازه انتهای و

P ′(x) = ۱۶ − ۴x = ۰ ⇒ x = ۴

وقتی هتل سود ماکسيمم پس ،P (۴۰) = −۱۶۰ و P (۰) = ۲۴۰۰ ،P (۴) = ۲۴۰۰ + ۶۴ − ۳۲ = ۲۴۳۲ چون
است. ۲۴۳۲ برابر بيشينه سود اين مقدار و کند تعيين دلار ۴۴ را اتاق هزينه يعنی باشد،  x = ۴ که است

۷



می کنند. صدق زير معادله در که بگيريد نظر در را صفحه در نقـاطی مجموعه .۵

y(x۲ + ۱) + x(y۲ + ۱) = ۵xy − ۱

A,B نقـاط در منحنی بر مماس خط های معادله دارند. قرار منحنی اين روی B = (۱,۲) و A = (۱,۱) نقـاط
هستند. عمود هم بر خط دو اين دهيد نشان و کنيد محاسبه را

راه حل.
رابطه از و می گيريم x از مشتق پذير تابع يک نمودار عنوان به را y داده شده منحنی در A,B نقطه  های نزديک

می گيريم. مشتق  x به نسبت

y′(x۲ + ۱) + y(۲x) + (y۲ + ۱) + x(۲yy′) = ۵y + ۵xy′

پس
y′(x۲ + ۱ + ۲xy − ۵x) = ۵y − y۲ − ۱ − ۲xy ⇒ y′ =

۵y − y۲ − ۱ − ۲xy
x۲ + ۱ + ۲xy − ۵x

شد: خواهد A نقطه در مماس خط شيب برابر y′ کنيم جای گذاری را x = ۱, y = ۱ بالا رابطه در اگر

A در منحنی بر مماس خط شيب =
۵ − ۱ − ۱ − ۲
۱ + ۱ + ۲ − ۵ = −۱

يا y − ۱ = −(x − ۱) صورت به آن معادله و است −۱ شيب دارای A نقطه در منحنی بر مماس خط پس
بود. خواهد x+ y = ۲

داريم x = ۱, y = ۲ جای گذاری با B در مماس خط مورد در ترتيب همين به

B در منحنی بر مماس خط شيب =
۱۰ − ۴ − ۱ − ۴
۱ + ۱ + ۴ − ۵ = ۱

y−x = ۱ يا y−۲ = x−۱ صورت به آن معادله و است ۱ شيب دارای B نقطه در منحنی بر مماس خط پس
بود. خواهد

است،  −۱ شيب دارای ديگری و +۱ شيب دارای يکی خط دو اين که جا آن از کنيد توجه نهايت در
هستند. عمود هم بر خط دو بنابراين و است −۱ برابر شيب دو حاصل ضرب

عبارت مشتق محاسبه با جای گزين راه حل عنوان به می توان توضيح.

F (x, y) = y(x۲ + ۱) + x(y۲ + ۱)− ۵xy + ۱

کرد. محاسبه را خواسته شده مماس خط های شيب  هم y′ = −Fx
Fy

رابطه از استفـاده و x, y به نسبت

۸


