
تعال باسمه

۱۴۰۲ بهار ،۱ عموم ریاض میان ترم آزمون بارم بندی

است.) فایل این بعدی صفحات در شده نوشته راە حل های مبنای بر (بارم بندی ها

. ی سوال

نمره ۴ : مختلف بازە های در تابع ضابطه محاسبه ●

نمره ۲ :π۲ صحیح مضرب غیر نقاط در تابع بودن پیوسته ●

نمره ۴ :π۲ صحیح مضرب نقطه در تابع نبودن پیوسته ●

ناپیوسته نقطه آن در نیز f + g باشند، ناپیوسته نقطە ای در f, g توابع از ی کم دست اگر که گزاره این رایج: اشتباه ◦

پیوسته جمع شان ول باشند ناپیوسته نقطە ای در f, g دو هر است ن مم (چون نیست درست گزاره ، کل گزاره عنوان به است

و f(x) = [sin x]) مسأله این خاص مورد در چرا که نکته این به اشاره بدون گزاره این به استناد صرفاً این، به توجه با شود).

م گردد. نمره کسر باعث است، g(x)) صادق = [cosx]

دو. سوال

نمره ۳ :z, z α, α حسب بر جبری عبارت ی صورت به کسر مخرج و صورت بسط ●

نمره ۷ :|z| = ۱ فرض از استفاده با مخرج و صورت تساوی اثبات ●

حل در استفاده بدون مشابه تساوی های و z + w = z + w یا |z|۲ = zz مثل مختلط اعداد جبری روابط به اشاره صرفاً ◦

ندارد. نمرە ای مساله

راە حل های به رایج: اشتباه ◦ نم گیرد. تعلق نمرە ای z = ±۱,±i مثل z از خاص خیل حالت های برای تساوی کردن چ به ◦

نیستند درست مختلط اعداد برای که |z−α| = |z| − |α| یا |z−α|۲ = z۲ +α۲ − ۲|α||z| مانند تساوی هایی بر مبتن

نم گیرد. تعلق نمرە ای

سه. سوال

بازه انتهای و ابتدا در تابع رفتار بررس و بحران نقطه محاسبه اول. راە حل ●

نمره ۲ اثبات: و تعریف دامنه نقاط همه در S مشتق پذیری به اشاره –

نمره ۳ :S′(θ) محاسبه –

نمره ۳ تابع: بحران نقطه محاسبه –

نمره ۱ تعریف: بازه انتهای و ابتدا نقاط در S تابع رفتار بررس –

نمره ۱ ماکسیمم: مقدار آوردن دست به و راە حل جمع بندی –

۱



تابع بودن نزول صعودی، تعیین و مشتق علامت تعیین دوم. راە حل ●

نمره ۲ اثبات: و تعریف دامنه نقاط همه در S مشتق پذیری به اشاره –

نمره ۳ :S′(θ) محاسبه –

نمره ۳ مختلف: بازە های در S′ علامت تعیین –

۱نمره مختلف: بازە های در S بودن نزول و صعودی رفتاری تعیین –

نمره ۱ ماکسیمم: مقدار آوردن دست به و راە حل جمع بندی –

نم گیرد. تعلق نمرە ای S(θ) تابع تعریف صرف به ◦

تعلق نمرە ای اثبات بدون ،(B̂ = Ĉ = ۶۰◦) م دهد رخ متساوی الاضلاع مثلث  در مساحت ماکسیمم که ادعا این به ◦

نم گیرد.

نم گیرد. تعلق نمرە ای نادقیق تقریبی ادعاهای و گمان و حدس به ◦

چهار. سوال

الف بخش ●

نمره ۱ :Q(x) در xn ضریب بودن صفر –

نمره ۲ :Q(x) در xn−۱ ضریب بودن صفر –

نمره ۲ :Q(x) در xn−۲ ضریب بودن ناصفر –

ب بخش ●

نمره ۱ :A,C میانگین محاسبه –

نمره ۴ ادعا: اثبات و م کند صدق آن در b که معادلە ای از استفاده –

پ بخش ●

نمره ۱ : ی درجه چندجملە ای های مورد در م ح به اشاره –

نمره ۴ بالاتر: درجه حالت در م ح اثبات و ب، و الف بخش های از استفاده –

نمره ۱ : ی درجه چندجملە ای های مورد در م ح به اشاره صرفاً ◦

حل در استفاده (بدون دارند حقیق ریشه حقیق ضرایب با فرد درجه چندجملە ای های که حقیقت این به اشاره صرف به ◦

نم گیرد. تعلق نمرە ای مسأله)

۲



تعال باسمه

۱۴۰۲ بهار ،۱ عموم ریاض میان ترم آزمون راە حل

را تابع این ناپیوستگ و پیوستگ نقاط همه یرید. ب نظر در را f(x) = [sinx] + [cosx] ضابطه با f : R → R تابع .۱

کنید. تعیین

مقدار م، ح این به رسیدن برای است. پیوسته نقاط سایر در و ناپیوسته n ∈ Z که nπ
۲ فرم به نقطە های همە  در f راە حل.

م کنیم. تعیین است π
۲ مضرب آن ها ته و سر که مختلف بازە های در را [cosx] و [sinx]

x ∈ (۲kπ, ۲kπ +
π

۲
) ⇒ ۰ < sinx < ۱, ۰ < cosx < ۱ ⇒ f(x) = ۰,

x ∈ (۲kπ +
π

۲
, (۲k + ۱)π) ⇒ ۰ < sinx < ۱,−۱ < cosx < ۰ ⇒ f(x) = −۱,

x ∈ ((۲k + ۱)π, ۲kπ +
۳π
۲
) ⇒ − ۱ < sinx < ۰,−۱ < cosx < ۰ ⇒ f(x) = −۲,

x ∈ (۲kπ +
۳π
۲
, (۲k + ۲)π) ⇒ − ۱ < sinx < ۰, ۰ < cosx < ۱ ⇒ f(x) = −۱.

ثابت، تابع پیوستگ به توجه با و است ثابت تابع n ∈ Z آن در که (nπ۲ , (n+۱)π
۲ ) فرم به بازە های همه روی f تابع پس

فرم به نقاط که نقاط سایر در f تابع م دهیم نشان  ادامه در هستند. f تابع پیوستگ نقاط بازە ها این درون نقاط همه

هم با م کند میل ل ش این از نقاط به x وقت f تابع راست و چپ حد واقع در نیست. پیوسته هستند a = nπ
۲ (n ∈ Z)

نیستند. برابر

a = ۲kπ ⇒ lim
x→a+

f(x) = ۰ ̸= lim
x→a−

f(x) = −۱,

a = ۲kπ +
π

۲
⇒ lim

x→a+
f(x) = −۱ ̸= lim

x→a−
f(x) = ۰,

a = ۲kπ + π ⇒ lim
x→a+

f(x) = −۲ ̸= lim
x→a−

f(x) = −۱,

a = ۲kπ +
۳π
۲

⇒ lim
x→a+

f(x) = −۱ ̸= lim
x→a−

f(x) = −۲.

نتیجه نیز نقطە ها آن در تابع مقدار و تابع طرف ی حد مقایسه با را π
۲ صحیح مضارب در تابع نبودن پیوسته م توان توضیح.

گرفت.

۱



.
∣∣∣∣ z − α

۱ − αz

∣∣∣∣۲ = ۱ داریم ،αz ̸= ۱ و |z| = ۱ که z مختلط عدد هر برای کنید ثابت است. شده داده α مختلط عدد .۲

تقسیم در مختلط اعداد نرم خواص به توجه با ∣∣∣∣راە حل. z − α

۱ − αz

∣∣∣∣۲ =
|z − α|۲

|۱ − αz|۲
.

کسر صورت و (|z|۲ = zz م دانیم z مختلط عدد هر (برای zz = ۱ داریم ،|z|۲ = ۱ فرض به توجه با ر دی طرف از

م شود ساده زیر ل ش به بالا

|z − α|۲ = (z − α)(z − α) = (z − α)(z − α) = zz − αz − αz + αα = ۱ − αz − αz + αα.

داریم هم کسر مخرج مورد در ترتیب همین به

|۱ − αz|۲ = (۱ − αz)(۱ − αz) = (۱ − αz)(۱ − αz) = ۱ − αz − αz + ααzz = ۱ − αz − αz + αα.

است. ی برابر تقسیم حاصل و هستند برابر هم با کسر مخرج و صورت پس

۲



به ل ش مطابق را ABC مثلث از Â, B̂, Ĉ زاویە های به روبە رو اضلاع طول اگر .۳

م آید. دست به زیر فرمول از مثلث مساحت دهیم، نمایش a, b, c با ترتیب

a۲

۲(cot B̂ + cot Ĉ)

Â = ۶۰◦ آن در که ABC مثلث های مساحت بین در کنید تعیین بالا فرمول از استفاده با

است؟ قدر چه ن مم مساحت بیش ترین a = ۲۰ و

م تواند ۲π
۳ تا ۰ بین عددی هر θ صورت این در .Ĉ = ۲π

۳ − θ دهیم، نمایش θ نماد با را رادیان به B̂ زاویه اندازه اگر راە حل.

م رسیم θ حسب بر زیر عبارت به مثلث مساحت فرمول در a = ۲۰ و رابطه دو این دادن قرار با حال باشد.

S(θ) =
۲۰۰

cot(θ) + cot(۲π
۳ − θ)

.

cot(۲π
۳ −θ) و cot(θ) تابع دو هر بازه این در θهای برای چون است، مشتق پذیر و تعریف شده θ ∈ (۰, ۲π

۳ ) هر S(θ)برای تابع

این اگر چون cot(θ)+ cot(۲π
۳ − θ) ̸= ۰ ضمناً و نم شود.) صفر بازه این در cos(۲π

۳ − θ) و cos(θ)) هستند مشتق پذیر

باشد صفر برابر جمع حاصل

cot(
۲π
۳

− θ) = − cot(θ) = cot(π − θ) ⇒ π − θ = kπ +
۲π
۳

− θ,

مقدار باید (۰, ۲π
۳ ) بازه روی تابع این مقدار ماکسیمم یافتن برای باید S تابع بودن مشتق پذیر به توجه با پس ندارد. ان ام که

کنیم. محاسبه را بازه انتهایی نقطه دو در و بحران نقاط در تابع

S′(θ) = −۲۰۰
−۱

sin۲ θ
+ ۱

sin۲( ۲π
۳ −θ)

(cot(θ) + cot(۲π
۳ − θ))۲ .

که است نقاط همه S تابع بحران نقاط پس

S′(θ) = ۰ ⇒ −۱
sin۲ θ

+
۱

sin۲(۲π
۳ − θ)

= ۰ ⇒ sin۲ θ = sin۲(
۲π
۳

− θ).

م شود نتیجه بالا رابطه از بنابراین است. مثبت زاویه دو هر سینوس هستند، (۰, π) بازه در دو هر θ, ۲π
۳ − θ چون

sin θ = sin(
۲π
۳

− θ) ⇒ θ =
۲π
۳

− θ یا θ + (
۲π
۳

− θ) = π.

برابر آن در تابع مقدار و بحران نقطه ی θ = π
۳ لذا و θ = ۲π

۳ − θ پس ندارد. ان ام θ + (۲π
۳ − θ) = π حالت که

که آن جا از ر دی طرف از است. S(π۳ ) =
۲۰۰√
۳

۳ +
√

۳
۳

= ۱۰۰
√

۳

lim
θ→۰+

cot(θ) + cot(
۲π
۳

− θ) = lim
θ→ ۲π

۳
−
cot(θ) + cot(

۲π
۳

− θ) = +∞.

مثلث که حالت در که است ۱۰۰
√

۳ برابر مساحت تابع ماکسیمم مقدار پس lim
θ→۰+

S(θ) = lim
θ→ ۲π

۳
−
S(θ) = ۰ داریم

م دهد. رخ (θ = π
۳ ) باشد متساوی الاضلاع

(π۳ ,
۲π
۳ ) بازه در و مثبت (۰, π۳ ) بازە  در آن علامت  که کرد تعیین S′ محاسبه از بعد م توان ر دی راە حل ی عنوان به توضیح.

م دهد. رخ π
۳ در تابع ماکسیمم گرفت نتیجه ترتیب این به و است منف

۳



اگر کنید ثابت است. شده داده δ ̸= ۰ حقیق عدد الف) .۴

P (x) = anx
n + · · ·+ a۱x+ a۰

ضابطه با که Q(x) تابع باشد، ۲ ≤ n درجه از چندجملە ای ی

Q(x) = P (x+ δ) + P (x− δ)− ۲P (x)

است. n− ۲ درجه از چندجملە ای ی م شود تعریف

وجود b, δ حقیق اعداد م دانیم و باشد پیوسته تابع f : R → R کنید فرض ب)

a = b − δ اگر کنید ثابت .f(b + δ) + f(b − δ) = ۲f(b) و δ ̸= ۰ که دارند

متصل کننده پارە خط وسط نقطه B = (b, f(b)) نقطه شود، تعریف c = b + δ و

است. C = (c, f(c)) و A = (a, f(a)) نقطە های
سر دو هر که دارد وجود صفحه در پارە خط کنید ثابت است. حقیق ضرایب با فرد درجه از چندجملە ای ی P (x) پ)

در که دارد وجود ویژگ این با پارە خط بی نهایت که کرد ثابت م توان واقع (در باشند. واقع P نمودار روی آن وسط نقطه و

است.) شده خواسته پارە خط ی کم دست وجود اثبات صرفاً این جا

راە حل.

داریم Q(x) به مربوط عبارت دادن بسط با الف)

Q(x) =an

(
(x+ δ)n + (x− δ)n − ۲xn

)
+ an−۱

(
(x+ δ)n−۱ + (x− δ)n−۱ − ۲xn−۱

)
+ an−۲

(
(x+ δ)n−۲ + (x− δ)n−۲ − ۲xn−۲

)
+ پایین تر درجه جملات

داریم اول پرانتز سه از ی هر دادن بسط با

(x+ δ)n + (x− δ)n − ۲xn = xn(۱ + ۱ − ۲︸ ︷︷ ︸
۰

) + xn−۱(

(
n

۱

)
δ −

(
n

۱

)
δ︸ ︷︷ ︸

۰

)

+ xn−۲(

(
n

۲

)
δ۲ +

(
n

۲

)
δ۲︸ ︷︷ ︸

n(n−۱)δ۲

) + پایین تر درجه جملات

م رسیم زیر فرم به بالا عبارت کردن ساده با

(x+ δ)n + (x− δ)n − ۲xn = xn−۲n(n− ۱)δ۲ + پایین تر درجه جملات

ترتیب همین به

(x+ δ)n−۱ + (x− δ)n−۱ − ۲xn−۱ = xn−۱(۱ + ۱ − ۲︸ ︷︷ ︸
۰

) + xn−۲(

(
n− ۱

۱

)
δ −

(
n− ۱

۱

)
δ︸ ︷︷ ︸

۰

) + پایین تر درجه جملات

(x+ δ)n−۲ + (x− δ)n−۲ − ۲xn−۲ = xn−۲(۱ + ۱ − ۲︸ ︷︷ ︸
۰

) + پایین تر درجه جملات

۴



م شود صفر برابر مجموع در Q(x) عبارت در xn, xn−۱ ضریب م بینیم بالا عبارت های جملات همه کردن جمع با پس

ی Q(x) بنابراین است. ناصفر عددی بود شده فرض n ≥ ۲ چون که شد خواهد n(n − ۱)δ۲ برابر xn−۲ ضریب و

است. n− ۲ درجه از چندجملە ای

Q(x) = n(n− ۱)δ۲xn−۲ + پایین تر درجه جملات

ل ش به نقطە  ای C = (b+ δ, f(b+ δ)) و A = (b− δ, f(b− δ)) بین پارە خط وسط نقطه δ ̸= ۰ که b, δ هر برای ب)

م آید. دست به A,C در متناظر مؤلفە های گرفتن میانگین از آن مؤلفه هر که است )زیر
(b− δ) + (b+ δ)

۲
,
f(b− δ) + f(b+ δ)

۲

)
کند صدق f(b− δ) + f(b+ δ) = ۲f(b) معادله در b اگر آن دوم مؤلفه و است b برابر صورت هر در بالا نقطه اول مؤلفه

است. A,C متصل کننده پارە خط وسط نقطه B = (b, f(b)) صورت این در و شد خواهد f(b) برابر

هر راست خط ی روی و است راست خط ی آن نمودار باشد، ی درجه از P چندجملە ای اگر که کنید توجه ابتدا پ)

خط همان روی هم باز خط ی روی نقطه دو هر متصل کننده پارە خط روی نقطە های (همه دارد. را نظر مورد ویژگ پارە خط

هستند.) واقع

بخش ل ش به را Q(x) و یرید ب نظر در را δ مثل ناصفری ثابت عدد هست. ۳ حداقل P درجه م کنیم فرض ادامه در پس

فرد درجه نیز Q پس است. کم تر واحد ۲ ،P چندجملە ای درجه از Q چندجملە ای درجه الف، بخش طبق کنید. تعریف الف

ریشە های از ی اگر دارد. حقیق ریشه ی کم دست فرد درجه چندجملە ای هر بودیم دیده درس در چنان که و داشت خواهد

شود، تعریف c = b+ δ و a = b− δ اگر ب، بخش طبق P (b+ δ) +P (b− δ) = ۲P (b) چون بنامیم، b را Q حقیق

متصل کننده پارە خط وسط نقطه B که هستند گونە ای به C = (c, P (c)) و B = (b, P (b)) ،A = (a, P (a)) نقطه سه

م رسد. اتمام به بخش این اثبات و دارند قرار P نمودار روی نقاط این سه هر طرف از و است A,C

δهای به وابسته Q(x)های تعریف و δ مختلف ناصفر اعداد گرفتن نظر در با که کنید توجه پ بخش راە حل در توضیح.

مورد ویژگ با پارە خط بی نهایت وجود ترتیب این به و دارند را نظر مورد ویژگ که م رسیم مختلف A,B,Cهای به متفاوت

م شود. ثابت نظر

۵


