
او ی  اد ب  ا
ی  ک ع  م  وم  ی ری  اض  ی پ  ی  ش  ن  ه  ادی ت  م  ری  ن ه  ای اوّل س  ری

ک  ن  ی  د ث  اب  ت اس  ت  ق  راء ب  ه . ۱ م  س  ئ  ل  ه

۱۲ + ۲۲ + ۳۲ +⋯+𝑛۲ = 𝑛(𝑛+ ۱)(۲𝑛+ ۱)
۶ .

ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف را زی  ر ت  رت  ی  ب راب  ط  ه ح  ق  ی  ق  ی، اع  داد زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای ه  م  ه م  ج  م  وع  هٔ روی ک  ن  ی  د ف  رض . ۲ م  س  ئ  ل  ه

𝐴≤ 𝐵 ⟺ 𝐵⊂𝐴.

ده  ی  د ن  ش  ان ،𝑀= {𝐶,𝐷} و ℝب  اش  ن  د از دل  خ  واه م  ج  م  وع  ه ه  ای  ی 𝐷زی  ر 𝐶و اگ  ر

sup𝑀= 𝐶∩𝐷 , inf𝑀 = 𝐶∪𝐷.

ب  ره  ان از (راه  ن  م  ای  ی: .𝑎 ≤ 𝑏 ده  ی  د ن  ش  ان .𝑎 ≤ 𝑥 داری  م ک  ن  د، ص  دق 𝑏 < 𝑥 در ک  ه 𝑥 ه  ر ب  ه ازای ک  ن  ی  د ف  رض . ۳ م  س  ئ  ل  ه
ب  گ  ی  ری  د.) ن  ظ  ر در 𝑏 و 𝑎 م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ب  راب  ر را 𝑥 م  ق  دار و ک  ن  ی  د اس  ت  ف  اده خ  ل  ف

ده  ی  د. ش  رح را زی  ر ج  م  ل  ه . ۴ م  س  ئ  ل  ه

ب  الا از و ن  ات  ه  ی م  ج  م  وع  هٔ ه  ر ک  ه اص  ل ای  ن ب  ه ک  م  ک ب  ای  د را ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ورد در ح  ک  م  ی «ه  ر
ک  رد.» ث  اب  ت دارد، ب  الا) ک  ران (ک  وچ  ک  ت  ری  ن س  وپ  ری  م  م ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ج  م  وع  ه در ک  ران  دار،

چ  ی  س  ت؟ اص  ل ای  ن از ش  م  ا ش  ه  ود دارد؟ ن  ام چ  ه اص  ل ای  ن

اس  ت. گ  ن  گ ۳√ع  ددی ده  ی  د ن  ش  ان آ) . ۵ م  س  ئ  ل  ه
م  ج  م  وع  هٔ ده  ی  د ن  ش  ان ب)

𝐴= 􏿺𝑥 ∈ ℚ􏿖𝑥۲ ≤ ۳􏿽

𝐴 م  ج  م  وع  هٔ ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. ک  ران  دار ب  الا از و ن  ات  ه  ی ح  ق  ی  ق  ی، اع  داد از زی  رم  ج  م  وع  ه ای ع  ن  وان ب  ه
۳√اس  ت. ب  ا ب  راب  ر آن س  وپ  ری  م  م ول  ی ن  دارد م  اک  س  ی  م  م

ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ،𝑥م  ث  ب  ت ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ه  ر ب  ه ازای ده  ی  د ن  ش  ان ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ج  م  وع  هٔ ت  م  ام  ی  ت اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۶ م  س  ئ  ل  ه
.𝑦۲ = 𝑥 ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑦 م  ان  ن  د م  ث  ب  ت  ی ی  ک  ت  ای

.𝐴= 􏿺𝑥 ∈ ℝ􏿖 − ۵√۳ < 𝑥 ≤ ۲􏿽 ک  ن  ی  د ف  رض . ۷ م  س  ئ  ل  ه

۱



ب  ی  اب  ی  د. 𝐴را س  وپ  ری  م  م دارد. وج  ود آن س  وپ  ری  م  م ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت ک  ران  دار ب  الا از و 𝐴ن  ات  ه  ی ده  ی  د ن  ش  ان آ)
دارد؟ وج  ود آن س  وپ  ری  م  م ب  ا ،𝐴 م  اک  س  ی  م  م ب  ی  ن ارت  ب  اط  ی چ  ه

آی  ا ب  ی  اب  ی  د. 𝐴را ای  ن  ف  ی  م  م دارد. وج  ود آن ای  ن  ف  ی  م  م ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت ک  ران  دار پ  ای  ی  ن از و 𝐴ن  ات  ه  ی ده  ی  د ن  ش  ان ب)
دارد؟ 𝐴وج  ود م  ی  ن  ی  م  م

.𝐴= 􏿺𝑥 ∈ ℝ| ۰ ≤ 𝑥۲ < ۵􏿽 ک  ن  ی  د ف  رض . ۸ م  س  ئ  ل  ه

ک  ران ک  وچ  ک  ت  ری  ن ب  ی  اب  ی  د. 𝐴را ب  الای ک  ران ه  ای م  ج  م  وع  هٔ اس  ت. ک  ران  دار ب  الا از و 𝐴ن  ات  ه  ی ده  ی  د ن  ش  ان آ)
دارد؟ 𝐴م  اک  س  ی  م  م آی  ا چ  ی  س  ت؟ (𝐴 س  وپ  ری  م  م ه  م  ان ب  الای𝐴(ی  ا

ه  م  ان 𝐴(ی  ع  ن  ی پ  ای  ی  ن ک  ران ه  ای م  ج  م  وع  هٔ م  اک  س  ی  م  م اس  ت. ک  ران  دار پ  ای  ی  ن از و 𝐴ن  ات  ه  ی ده  ی  د ن  ش  ان ب)
اس  ت؟ آن ای  ن  ف  ی  م  م ب  ا ب  راب  ر و دارد 𝐴وج  ود م  ی  ن  ی  م  م ده  ی  د ن  ش  ان ب  ی  اب  ی  د. را (𝐴 ای  ن  ف  ی  م  م

ای  ن  ف  ی  م  م و س  وپ  ری  م  م و اس  ت ک  ران  دار پ  ای  ی  ن) و (ب  الا 𝐴از = 􏿺 𝑛
𝑛۲ + ۱ 􏿖 𝑛 ∈ ℕ􏿽 م  ج  م  وع  ه ده  ی  د ن  ش  ان آ) . ۹ م  س  ئ  ل  ه

ب  ی  اب  ی  د. را آن
و س  وپ  ری  م  م و اس  ت ک  ران  دار پ  ای  ی  ن) و (ب  الا 𝐴از = 􏿺 𝑥

𝑥۲ + ۱ 􏿖 𝑥 > ۰, 𝑥 ∈ ℝ􏿽 م  ج  م  وع  ه ده  ی  د ن  ش  ان ب)
ب  ی  اب  ی  د. را آن ای  ن  ف  ی  م  م

ص  ورت در را آن ای  ن  ف  ی  م  م و س  وپ  ری  م  م ب  اش  د. 𝐵 = 􏿺 𝑝
𝑝۲ + ۱ 􏿖 س  ه از ب  زرگ ت  ر اول ع  دد 𝑝􏿽 ک  ن  ی  د ف  رض ج)

ب  ی  اب  ی  د. وج  ود

ب  ی  اب  ی  د. را آن ای  ن  ف  ی  م  م و س  وپ  ری  م  م =𝐴ب  اش  د. 􏿺𝑛+ (−۱)
𝑛

𝑛 􏿖𝑛 ∈ℕ􏿽 ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۰ م  س  ئ  ل  ه

در چ  ی  زی چ  ه ،sup𝐴 = inf𝐴 ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ک  ران  دار و ن  ات  ه  ی 𝐴زی  رم  ج  م  وع  ه ای اگ  ر . ۱۱ م  س  ئ  ل  ه
گ  ف  ت؟ 𝐴م  ی ت  وان م  ج  م  وع  هٔ م  ورد

و اگ  ر 𝑏 = sup𝐴ای  ن ص  ورت در .𝑏 ∈ ℝ و ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ن  ات  ه  ی 𝐴زی  رم  ج  م  وع  ه ای ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۲ م  س  ئ  ل  ه
ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود 𝑎 ∈ 𝐴 ش  ده، داده 𝜖 > ۰ ه  ر ب  رای و 𝐴ب  اش  د ب  رای ب  الا ک  ران ی  ک 𝑏 اگ  ر ف  ق  ط

.𝑏 − 𝜖 < 𝑎

ده  ی  د ق  رار ب  اش  ن  د. ℝ در ک  ران  دار ب  الا از و ن  ات  ه  ی زی  رم  ج  م  وع  ه ه  ای  ی 𝐵 و 𝐴 ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۳ م  س  ئ  ل  ه
و 𝐴۲ ∶= 􏿺𝑥۲ 􏿖 𝑥 ∈ 𝐴􏿽 ،−𝐴 ∶= 􏿺 − 𝑥 􏿖𝑥 ∈ 𝐴􏿽 ،𝐴 + 𝐵 ∶= 􏿺𝑥 + 𝑦 􏿖𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵􏿽

ده  ی  د ن  ش  ان .|𝐴| ∶= 􏿺|𝑥| 􏿖 𝑥 ∈ 𝐴􏿽

sup(𝐴+𝐵) = sup𝐴+ sup𝐵,
inf(−𝐴) = −sup(𝐴),
sup(𝐴۲) = (sup |𝐴|)۲.

۲



ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ک  ران  دار و ن  ات  ه  ی 𝐴م  ج  م  وع  ه ای ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۴ م  س  ئ  ل  ه

sup􏿺|𝑥 − 𝑦| 􏿖 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴􏿽 = sup􏿺𝑥 − 𝑦 􏿖𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴􏿽 = sup𝐴− inf𝐴.

ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. ک  ران  دار ب  الا از و ن  ات  ه  ی ⊃𝐴م  ج  م  وع  ه ای (۰,+∞) ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۵ م  س  ئ  ل  ه

inf 􏿺𝑥−۱ 􏿖 𝑥 ∈ 𝐴􏿽 = ۱
sup𝐴 .

ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  ن  د. ت  اب  ع دو 𝑓,𝑔 ∶ ℝ→ [−۱, ۱] ک  ن  ی  د ف  رض آ) . ۱۶ م  س  ئ  ل  ه

inf 􏿺𝑓(𝑥) 􏿖 𝑥 ∈ ℝ􏿽+ inf 􏿺𝑔(𝑥) 􏿖 𝑥 ∈ ℝ􏿽 ≤ inf 􏿺𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 􏿖 𝑥 ∈ ℝ􏿽.

ن  ده  د؟ رخ ت  س  اوی ح  ال  ت ف  وق ع  ب  ارت در ک  ه ب  زن  ی  د م  ث  ال ت  اب  ع دو م  ی ت  وان  ی  د آی  ا
ک  ن  ی  د. ث  اب  ت و ب  ی  ان س  وپ  ری  م  م ب  رای م  ش  اب  ه  ی ن  ام  س  اوی ب)

ک  ران  دار ب  الا 𝐴از =⋃∞
𝑖=۱𝐴𝑖 اگ  ر ℝب  اش  د. در ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ن  ات  ه  ی خ  ان  واده ای {𝐴𝑖}∞𝑖=۱ ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۷ م  س  ئ  ل  ه

ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د،
sup𝐴 = sup􏿺sup𝐴𝑖 􏿖 𝑖 = ۱, ۲,⋯􏿽.

دارد وج  ود 𝑛 ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک ،𝑥 ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ه  ر ب  رای م  ی ک  ن  د ب  ی  ان ک  ه را ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ارش  م  ی  دس اص  ل آ) . ۱۸ م  س  ئ  ل  ه
ک  ن  ی  د.) اس  ت  ف  اده ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ت  م  ام  ی  ت اص  ل از (راه  ن  م  ای  ی: ک  ن  ی  د. ث  اب  ت ،𝑛 > 𝑥 ب  ه ط  وری ک  ه

اس  ت  ف  اده ارش  م  ی  دس اص  ل از (راه  ن  م  ای  ی:  .
∞
􏾎
𝑛=۱
𝐼𝑛 = ∅ ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝐼𝑛 = [𝑛,+∞) ک  ن  ی  د ف  رض ب)

ک  ن  ی  د.)

.
∞
􏾎
𝑛=۱
𝐽𝑛 ≠ ∅ ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝐽𝑛 = [− ۱

𝑛,+∞) ک  ن  ی  د ف  رض ج)

.
∞
􏾎
𝑛=۱
𝐾𝑛 = {۰} ده  ی  د ن  ش  ان 𝐾𝑛ب  اش  د. = (− ۱

𝑛,
۱
𝑛) ک  ن  ی  د ف  رض د)

.
∞
􏾎
𝑛=۱
𝐴𝑛 ≠ ∅ ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝐴𝑛+۱ب  رق  رار ⊂ 𝐴𝑛 ش  م  ول ه  ای و ،𝐴𝑛 = [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ک  ن  ی  د ف  رض آ) . ۱۹ م  س  ئ  ل  ه

ان  ق  ب  اض  ی ب  ازه ه  ای اص  ل ب  ه اس  ت ن  ات  ه  ی ک  ران  دار، و ب  س  ت  ه ب  ازه ه  ای از ن  زول  ی دن  ب  ال  ه  ه  ر اش  ت  راک ک  ه م  ط  ل  ب ای  ن
اس  ت. م  ع  روف ح  ق  ی  ق  ی) اع  داد (در

اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ت  م  ام  ی  ت اص  ل ب  ا م  ع  ادل ان  ق  ب  اض  ی ب  ازه ه  ای اص  ل ده  ی  د ن  ش  ان ب)

۳


