
نهم سری تمرینات

ͳمهندس ͳریاض درس
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ی΋تا پروردگار نام به

(ادامه) مختلط تواب΄ پذیری مشتق

کلمات بین تمرینات از سری این در نمود. خواهیم ͳبررس مختلط تواب΄ پذیری مشتق با رابطه در را ͳهای تمرین قسمت این در

شویم. ͳم قائل Έکوچ تمایز Έی مختلط تواب΄ بودن ͳتحلیل و مختلط تواب΄ پذیری مشتق

با را آن حد این وجود صورت در و باشد موجود زیر حد هرگاه نامیم ͳم پذیر مشتق 𝑧۰ نقطه در را 𝑓 مختلط تاب΄ دیΎر ͳعبارت به

دهیم: ͳم نمایش 𝑓Ǻ(𝑧۰)

lim
൮ǫ൮۰

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

= lim
൜ǫ۰

𝑓(𝑧۰ + ℎ) − 𝑓(𝑧۰)
ℎ

𝑧۰ در را 𝑓 تاب΄ باشد. دامنه این از ای نقطه 𝑧۰ و باشد شده تعریف D مانند بازی دامنه Έی روی 𝑓 مختلط تاب΄ کنید فرض حال

داشته قرار D داخل تماما Έدیس این که یافت Έکوچ ͳکاف قدر به ͳشعاع و 𝑧۰ مرکز با باز ͳ΋دیس بتوان هرگاه نامیم ͳم ͳتحلیل

باشد. موجود باز Έدیس این نقاط ͳتمام در 𝑓 مشتق و باشد

ضابطه: با تاب΄ که کنید مشخص ͳقسم به را مختلط صفحه از ͳنقاط مهم) (سوال ١ سوال

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑒۲൬ cos ۳𝑦 + 𝑖𝑒۳൬ sin ۲𝑦

باشد. پذیر مشتق نقاط آن در

کنید: تعریف مهم) (سوال ٢ سوال
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برقرارند؟ 𝑧۰ = ۰ نقطه در 𝑓 برای ریمان -ͳکش روابط آیا است؟ پذیر مشتق 𝑧۰ = ۰ در 𝑓 آیا

کنید: تعریف ٣ سوال
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برقرارند؟ 𝑧۰ = ۰ در 𝑓 برای ریمان -ͳکش روابط آیا است؟ پذیر مشتق 𝑧۰ = ۰ در 𝑓 آیا

باشند ثابت Im(𝑓) یا Re(𝑓) هرگاه دهید نشان باشد. مختلط صفحه کل روی ͳتحلیل ͳتابع 𝑓 کنید فرض مهم) (سوال ۴ سوال

آنΎاه 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) هرگاه که کنیم ͳم یادآوری است. ثابت ͳتابع لزوما 𝑓 آنΎاه

Im(𝑓) = 𝑣 و Re(𝑓) = 𝑢

: تاب΄ همچنین و باشد ͳتحلیل مختلط صفحه کل روی 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) کنید فرض ۵ سوال

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

ͳتحلیل ͳتابع 𝑓 هرگاه که بΎیرید نتیجه است. ثابت ͳتابع 𝑓 لزوما دهید نشان باشد. ͳتحلیل مختلط صفحه کل روی نیز

ثابت ͳتابع باید 𝑓 لزوما آنΎاه باشد ثابت عددی با برابر مختلط صفحه ͳتمام روی ⏐⏐⏐𝑓
⏐⏐⏐ و بوده مختلط صفحه کل روی

باشد.

ضابطه: با که لΎاریتم ͳاصل شاخه به معروف تاب΄ گردید اشاره تمرینات هشتم سری از ١٠ سوال در که همانطور ۶ سوال

𝑓(𝑧) = Log(𝑧) = ln ⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ + 𝑖Arg(𝑧)

دامنه: روی شود ͳم تعریف

D = ௳𝑟𝑒൝ഈ ∶ 𝑟 > ۰, −𝜋 < 𝜃 < 𝜋௴

باشد. ͳم ͳتحلیل آن روی لΎاریتم ͳاصل شاخه تاب΄ که است ای دامنه بزرگترین مذکور دامنه و است ͳتحلیل

مشخص را است ͳتحلیل آن روی تاب΄ این که ای دامنه بزرگترین و بΎیرید نظر در را 𝑔(𝑧) = Log(۱ + ۱
𝑧) تاب΄ اکنون

𝑧۰ نقطه حول Έکوچ ͳکاف قدر به Έدیس Έی روی 𝑔 تاب΄ که معناست این به 𝑧۰ نقطه در بودن ͳتحلیل اینجا (در کنید

کنید. محاسبه آمده بدست دامنه روی را 𝑔 مشتق علاوه به باشد). پذیر مشتق

ش΋ل بدین را تمرینات هشتم سری از ١١ سوال توان ͳم ͳقطب مختصات در ریمان -ͳکش روابط از استفاده با مهم) (سوال ٧ سوال

ضابطه: با که ام -𝑛 ریشه ͳاصل شاخه به معروف تاب΄ داد: تعمیم

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑒൝ഈ) = ೥√𝑟𝑒൝ ಋ೥ = ೥√𝑧

دامنه: روی شود ͳم تعریف

S = ௳𝑟𝑒൝ഈ ∶ 𝑟 > ۰, −𝜋 < 𝜃 < 𝜋௴

٢



است. ͳتحلیل آن روی فوق تاب΄ که است ای دامنه بزرگترین مذکور دامنه و است ͳتحلیل

بΎیرید: نظر در را زیر تواب΄ حال

ℎ(𝑧) =
√

𝑒൮ + ۱ , 𝑠(𝑧) =
√

𝑧۲ − ۱

بدست را ℎ, 𝑠 تواب΄ مشتق ها دامنه آن در و نموده مشخص را هستند ͳتحلیل آنها روی ℎ, 𝑠 تواب΄ که ͳهای دامنه بزرگترین

آورید.

نمایید. استفاده 𝑢 مختلط عدد برای
√𝑢 = 𝑒

۱
۲
ػ൩غ׾تؗ رابطه از توانید ͳم پیشنهاد:

روابط از استفاده با باشد. ͳتحلیل D دامنه روی 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) کنید فرض مهم) (سوال ٨ سوال

و ∇۲𝑢 = ۰ لاپلاس معادلات در D دامنه روی 𝑢, 𝑣 ͳیعن هستند. همساز ͳتوابع لزوما 𝑢, 𝑣 دهید نشان ریمان -ͳکش

کنند. ͳم صدق ∇۲𝑣 = ۰

کنید: فرض نیست. برقرار لزوما فوق گزاره ع΋س که است ͳحال در این

D = ௳𝑧 ∶ ۱ < ⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ < ۲௴

D روی 𝑣 مانند ͳتابع Ϳهی ͳول است همساز D روی 𝑢 دهید نشان .𝑢(𝑥, 𝑦) = ln(𝑥۲ + 𝑦۲) کنید تعریف D روی و

باشد. ͳتحلیل D روی 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) تاب΄ که ندارد وجود

است. نشده تعریف 𝑥 محور ͳمنف قسمت روی لΎاریتم ͳاصل شاخه تاب΄ که کنید استفاده ن΋ته این از توانید ͳم پیشنهاد:

خاص تاب΄ تعدادی ͳبررس

متغیر با هذلولوی تواب΄ و مختلط متغیر با ͳمثلثات تواب΄ و ͳنمای تواب΄ همچون خاص ͳتوابع با ارتباط در ͳمسائل قسمت این در

دهیم. ͳم قرار ͳبررس مورد را آنها وارون و مختلط

𝑓(𝑧) = cos 𝑧 تواب΄ دهید نشان ریمان) -ͳکش روابط و پذیری (تعریفمشتق مستقیم بطور ۵ مسئله نتیجه از استفاده بدون ٩ سوال

هستند؟ پذیر مشتق مختلط صفحه از نقاط کدام در 𝑓, 𝑔 تواب΄ نیستند. ͳتحلیل مختلط صفحه کل روی 𝑔(𝑧) = sin 𝑧 و

کنید. محاسبه را ⏐⏐⏐ cos 𝑧⏐⏐⏐ و
⏐⏐⏐ sin 𝑧⏐⏐⏐ عبارات ١٠ سوال

کنید. حل را cos 𝑧 = ۲ + ۴𝑖 معادله مهم) (سوال ١١ سوال

که: می΋نیم یادآوری

sin(𝑧) = 𝑒൝൮ − 𝑒Ǌ൝൮

۲𝑖 , cos(𝑧) = 𝑒൝൮ + 𝑒Ǌ൝൮

۲
, tan(𝑧) = sin(𝑧)

cos(𝑧)

٣



که: کنیم ͳم یادآوری .sinh 𝑧 = sinh 𝑧 و cosh 𝑧 = cosh 𝑧 دهید نشان ١٢ سوال

sinh(𝑧) = 𝑒൮ − 𝑒Ǌ൮

۲
, cosh(𝑧) = 𝑒൮ + 𝑒Ǌ൮

۲

آن در که 𝑒൫ؗغ׾ت൮ػ از است عبارت 𝑧൫ عبارت ͳاصل مقدار که کنیم ͳم یادآوری باشند. مختلط عدد دو 𝑧, 𝑤 کنید فرض ١٣ سوال

عددی باید 𝑧 لزوما 𝑧൫ ͳاصل مقدار مورد در صحبت برای که است ΀واض است. 𝑧 در لΎاریتم ͳاصل شاخه همان Log(𝑧)

نباشد. واق΄ ها 𝑥 محور ͳمنف قسمت روی یا و صفر که باشد مختلط

آورید. بدست را (۱ + 𝑖)۱Ǌ൝ و ۲൝ق۲۳ عبارات از هرکدام ͳاصل مقدار

آورده بدست را است ͳتحلیل دامنه آن روی (𝑧൮ عبارت ͳاصل (مقدار 𝑓(𝑧) = 𝑧൮ تاب΄ که ای دامنه بزرگترین مهم) (سوال ١۴ سوال

آورید. بدست دامنه این روی را 𝑓 مشتق و

۴


