
هشتم سری تمرینات

ͳمهندس ͳریاض درس

بهار١۴٠٠

ی΋تا پروردگار نام به

ͳمختلط-خواصمقدمات اعداد

ͳابتدای مباحث مورد در کوتاه ای دوره Έی صرفا مباحث این داشت. خواهیم مختلط اعداد مبحث بر کوتاه ای دوره بخش این در

است. مختلط اعداد

هستند. ͳحقیق اعدادی 𝑎, 𝑏 آن در که بنویسید 𝑎 + 𝑏𝑖 فرم به را شده داده مختلط عدد زیر های قسمت از Έهری در ١ سوال

(آ)

(𝑥 + 𝑖𝑦)۲

(ب)

𝑖(۲ + 𝑖)۲

(ج)

( ۱
۲

+ 𝑖
√
۳
۲

)۱۱

(د)

۱۴ + ۱۳𝑖
۲ − 𝑖

(ه�)

(۲ − 𝑖)(۳ + 𝑖)(۴ + 𝑖)۲
۱ + 𝑖

(و)

𝑖۱۲ + 𝑖۲۵ − ۷𝑖۱۱۱

کنید. محاسبه را زیر عبارات از Έهری ٢ سوال

(آ)

⏐⏐⏐(۱ − 𝑖)(۱ + 𝑖)(۱ + ۳𝑖)⏐⏐⏐



(ب)

⏐⏐⏐(
√
۲
۲

+ 𝑖
√
۲
۲

)۲۷⏐⏐⏐

(ج)

⏐⏐⏐
(۱ + 𝑖)۵

(۲ − ۳𝑖)۶
⏐⏐⏐

شده توصیف مختلط صفحه در ͳهای نامساوی یا و معادلات توسط ناحیه تعدادی زیر مسائل از Έهری در مهم) (سوال ٣ سوال

دهید. نمایش مختلط صفحه در را ها ناحیه این از Έهری اند.

(آ)

⏐⏐⏐𝑧 + ۲ + 𝑖⏐⏐⏐ = ۴

(ب)

⏐⏐⏐۲𝑧
⏐⏐⏐ + ⏐⏐⏐۲𝑧 − ۱⏐⏐⏐ = ۴

(ج)

۱ < ⏐⏐⏐𝑧 − ۲𝑖⏐⏐⏐ ≤ ۴

(د)

⏐⏐⏐𝑧 + ۱⏐⏐⏐ + ⏐⏐⏐𝑧 − ۱⏐⏐⏐ ≥ ۹

(ه�)

(𝑎 + 𝑏)𝑧 + (𝑎 − 𝑏)𝑧 = 𝑐

هستند. ͳحقیق اعدادی 𝑎, 𝑏, 𝑐 آن در که

(و)

Re(𝑧ൢ) > ۰

(ز)

Re(𝑧ൢ) − Im(𝑧ൢ) ≤ ۰

کنید. استفاده ناحیه ͳشناسای برای ͳقطب مختصات از شود ͳم پیشنهاد (ز) و (و) های قسمت در

(ح)

⏐⏐⏐𝑧 − ۱ − 𝑖⏐⏐⏐ = Re(𝑧) + ۱

٢



(ط)

Re( ۱𝑧) < ۱

(ی)

⏐⏐⏐arg(𝑧)⏐⏐⏐ < 𝜋
۴

رابطه در کتاب قرارداد طبق دهیم ͳم نمایش Arg(𝑧) با را آن که 𝑧 مختلط عدد ͳاصل آرگومان که کنیم ͳم یادآوری

دارند. ͳجزئ تفاوت Έی ی΋دیΎر با arg(𝑧) و Arg(𝑧) که کنید توجه کند. ͳم صدق −𝜋 < Arg(𝑧) ≤ 𝜋

arg(𝑧) و کند ͳم تعیین را 𝑧 مختلط عدد راستای ͳقطب دید با که است ای زاویه از ای نماینده Arg(𝑧) واق΄ در

کنند: ͳم تعیین ͳقطب مختصات در را 𝑧 مختلط عدد راستای که است ͳهای زاویه ͳتمام از متش΋ل مجموعه

arg(𝑧) = ௳۲𝑘𝜋 + Arg(𝑧) ∶ 𝑘 ∈ ℤ௴

کنید. حل مختلط اعداد دستΎاه در را زیر معادلات از Έهری ۴ سوال

(آ)

𝜆(𝑧 + 𝑧ൢ) = 𝑖(𝑧 − 𝑧ൢ)

است. ͳطبیع عددی 𝑛 ≥ ۲ و ͳحقیق عددی 𝜆 آن در که

(ب)

(۱ +
√
۳𝑖)(𝑧 + 𝑖)ൢ = (۱ −

√
۳𝑖)(𝑧 − 𝑖)ൢ

(ج)

𝑧۴ − ۶𝑧۳ + ۱۸𝑧۲ − ۲۶𝑧 + ۲۱ = ۰

است. فوق معادله های ریشه از ͳ΋ی 𝑧 = ۲ −
√
۳𝑖 که کنید فرض توانید ͳم

دارند. قرار واحد دایره درون ۱ + ۲𝑧 + ۳𝑧۲ + ⋯ + 𝑛𝑧ൢǊ۱ = ۰ معادله های ریشه ͳتمام دهید نشان مهم) (سوال ۵ سوال

کنید. ͳبررس را (۱ − 𝑧)𝑝(𝑧) آنΎاه 𝑝(𝑧) = ۱ + ۲𝑧 + ۳𝑧۲ + ⋯ + 𝑛𝑧ൢǊ۱ هرگاه :ͳراهنمای

کنید: پیدا زیر عبارت برای ͳصریح فرمول ۶ سوال
ൢ

௝
ൟ۰׬

க𝑛
𝑘஖ sin 𝑘𝑥

٣



ͳتحلیل تواب΄

حد هرگاه نامیم ͳم ͳتحلیل 𝑧۰ ∈ D نقطه در را است دامنه Έی D ⊆ C آن در که 𝑓 ∶ D → C مختلط تاب΄ که کنیم ͳم یادآوری

باشد: داشته وجود زیر

lim
൮ǫ൮۰

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

= lim
൜ǫ۰

𝑓(𝑧۰ + ℎ) − 𝑓(𝑧۰)
ℎ

𝑧۰ = 𝑥۰+𝑖𝑦۰ در 𝑓 بودن ͳتحلیل برای لازم شرط که باشید داشته توجه دهیم. ͳنمایشم 𝑓Ǻ(𝑧۰) با را آن حد این وجود صورت در و

𝑓 بودن ͳتحلیل برای آنΎاه 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑦𝑖) = 𝑢(𝑥, 𝑢) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) اگر است. (𝑥۰, 𝑦۰) در ریمان -ͳکش روابط برقراری

باشند: برقرار زیر روابط حتما که است لازم 𝑧۰ در

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑥(𝑥۰, 𝑦۰) = 𝜕𝑣

𝜕𝑦(𝑥۰, 𝑦۰)

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥۰, 𝑦۰) = − 𝜕𝑣

𝜕𝑥(𝑥۰, 𝑦۰)

هستند. معروف ͳدکارت مختصات در ریمان -ͳکش روابط به فوق روابط که

بودن ͳتحلیل برای آنΎاه دهیم نمایش 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑒൝ഈ) = 𝑢(𝑟, 𝜃) + 𝑖𝑣(𝑟, 𝜃) فرم به ͳقطب مختصات در را 𝑓 مختلط تاب΄ اگر

باشند: برقرار زیر شرح به ͳقطب مختصات در ریمان -ͳکش روابط حتما که است لازم 𝑧۰ = 𝑟۰𝑒൝ഈ۰ در 𝑓

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑟۰
𝜕𝑢
𝜕𝑟 (𝑟۰, 𝜃۰) = 𝜕𝑣

𝜕𝜃(𝑟۰, 𝜃۰)

𝜕𝑢
𝜕𝜃 (𝑟۰, 𝜃۰) = −𝑟۰

𝜕𝑣
𝜕𝑟(𝑟۰, 𝜃۰)

مختصات در 𝑟, 𝜃 یا و ͳدکارت مختصات در 𝑥, 𝑦 های متغیر به نسبت 𝑣 و 𝑢 اول مرتبه از ͳجزئ های مشتق ͳتمام که ͳصورت در و

باشد. ͳم ͳتحلیل 𝑧۰ در 𝑓 که گرفت نتیجه توان ͳم باشند برقرار نیز ریمان -ͳکش روابط و باشند پیوسته 𝑧۰ در و بوده موجود ͳقطب

پردازیم. ͳم سوال تعدادی ͳبررس به اکنون

بیابید. را هستند ͳتحلیل نقاط آن در 𝑢 تاب΄ که مختلط صفحه از ͳنقاط ͳتمام ٧ سوال

𝑢(𝑧) = 𝑢(𝑥 + 𝑖𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑥 ⏐⏐⏐𝑦
⏐⏐⏐ > ⏐⏐⏐𝑥

⏐⏐⏐

−𝑥 ⏐⏐⏐𝑦
⏐⏐⏐ ≤ ⏐⏐⏐𝑥

⏐⏐⏐

کند. ͳم صدق ریمان -ͳکش روابط در 𝑧۰ = ۰ در و بوده پیوسته ͳتابع 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = ௷⏐⏐⏐𝑥𝑦⏐⏐⏐ تاب΄ دهید نشان ٨ سوال

نیست. ͳتحلیل 𝑧۰ = ۰ در 𝑓 ͳول

۴



نقاط آن در را تاب΄ مشتق و بوده ͳتحلیل نقاط آن در زیر تاب΄ که کنید مشخص را مختلط صفحه از ͳنقاط تمام مهم) (سوال ٩ سوال

آورید. بدست

𝑓(𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑧 ⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ ≤ ۱

𝑧۲ ⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ > ۱

لΎاریتم: ͳاصل شاخه تاب΄ دهید نشان ͳقطب مختصات روی ریمان -ͳکش روابط از استفاده با ١٠ سوال

Log(𝑧) = ln ⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ + 𝑖Arg(𝑧)

داریم: دامنه این روی و است ͳتحلیل C − ௳𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝑥 ≤ ۰௴ مجموعه روی

(Log(𝑧))Ǻ = ۱
𝑧

𝑛-ام: ریشه ͳاصل شاخه تاب΄ دهید نشان ͳقطب مختصات روی ریمان -ͳکش روابط از استفاده با مهم) (سوال ١١ سوال

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑒൝ഈ) = ೥√𝑟𝑒൝ ಋ೥

است. ͳتحلیل ௳𝑟𝑒൝ഈ ∶ 𝑟 > ۰, ۰ < 𝜃 < 𝜋௴ دامنه روی

ضابطه: با 𝑓 تاب΄ که آورید بدست را مختلط صفحه از ͳنقاط ͳتمام مهم) (سوال ١٢ سوال

𝑓(𝑧) = 𝑧۳ + ۲⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐
۲
+ 𝑧

در محاسبات است مم΋ن که چرا کنید منتقل ͳقطب مختصات به را فوق مسئله شود ͳم پیشنهاد باشند. ͳتحلیل نقاط آن در

باشد. پیچیده نسبتا ͳدکارت مختصات

ضابطه: با 𝑓 تاب΄ مهم) (سوال ١٣ سوال

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) = (𝑎𝑥۳ + 𝑏𝑥۲𝑦 + 𝑐𝑥𝑦۲ + 𝑑𝑦۳) + 𝑖(𝑒𝑦۳ + 𝑓𝑥𝑦۲ + 𝑔𝑥۲𝑦 + ℎ𝑥۳)

آورید. بدست را 𝑎, 𝑏, , 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ های ثابت برای مم΋ن مقادیر ͳتمام است. ͳتحلیل مختلط صفحه کل روی

𝑔(𝑧) = 𝑓(𝑧) ضابطه با که 𝑔 تاب΄ دهید نشان اینصورت در باشد. مختلط صفحه کل روی ͳتحلیل ͳتابع 𝑓 کنید فرض ١۴ سوال

است. ͳتحلیل مختلط صفحه ͳتمام روی نیز شده تعریف

تواب΄ بودن ͳتحلیل تعریف از استفاده با و مستقیم بطور را مسئله این و ن΋نید رجوع ریمان -ͳکش روابط به شود ͳم پیشنهاد

کنید. ͳبررس

۵



نقاط سایر در ͳول باشد ͳتحلیل 𝑥۲ − 𝑦۲ = ۱ ͳهذلول روی که کنید تعیین طوری مختلط صفحه کل روی پیوسته ͳتابع ١۵ سوال

نباشد. ͳتحلیل مختلط صفحه

ͳول بوده ͳتحلیل 𝑦 =
√
۱ − 𝑥۲ دایره نیم روی که کنید تعیین طوری مختلط صفحه کل روی پیوسته ͳتابع مهم) (سوال ١۶ سوال

نباشد. ͳتحلیل مختلط صفحه نقاط سایر در

۶


