
پنجم سری تمرینات

ͳمهندس ͳریاض درس

بهار١۴٠٠

ی΋تا پروردگار نام به

ش΋ل ͳعب΋م های ناحیه در پواسون معادلاتلاپلاسو

پردازیم ͳم ش΋ل ͳعب΋م های ناحیه در پواسون و لاپلاس معادلات با ارتباط در سوال تعدادی ͳبررس به قسمت این در

کنید. حل جداسازی روش از استفاده با را زیر مسئله ١ سوال
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∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۱

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝑢(۱, 𝑦, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۱

𝑢(𝑥, ۰, 𝑧) = 𝑢(𝑥, ۱, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, ۱) = 𝑥𝑦 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

کنید. حل جداسازی روش از استفاده با را زیر مسئله ٢ سوال
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∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۲, ۰ < 𝑧 < ۳

𝜕𝑢
𝜕𝑥(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑢

𝜕𝑥(۱, 𝑦, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۲, ۰ < 𝑧 < ۳

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑢(𝑥, 𝑦, ۳) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۲

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥, ۰, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۳

𝑢(𝑥, ۲, 𝑧) = sin 𝜋𝑥 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۳



کنید. حل جداسازی روش از استفاده با را زیر مسئله ٣ سوال
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∇۲𝑢 = 𝑥𝑦𝑧 ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑦 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝜕𝑢
𝜕𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝜋) = ۰ ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑦 < 𝜋

𝑢(𝑥, ۰, 𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝜋, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑦 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

𝜕𝑢
𝜕𝑥(𝜋, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 ۰ < 𝑦 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

کنید. حل جداسازی روش از استفاده با را زیر مسئله ۴ سوال
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∇۲𝑢 = ۱ ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑦 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

𝜕𝑢
𝜕𝑧 (𝑥, 𝑦, ۰) = 𝜕𝑢

𝜕𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝜋) = ۰ ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑦 < 𝜋

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥, ۰, 𝑧) = 𝜕𝑢

𝜕𝑦 (𝑥, 𝜋, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

𝜕𝑢
𝜕𝑥(۰, 𝑦, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑦 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

𝜕𝑢
𝜕𝑥(𝜋, 𝑦, 𝑧) = cos 𝑧 ۰ < 𝑦 < 𝜋, ۰ < 𝑧 < 𝜋

ایش΋ل استوانه های ناحیه معادلاتلاپلاسدر

که کنیم ͳم یادآوری پردازیم. ͳم ای استوانه مختصات در لاپلاس معادلات مورد در مسئله تعدادی ͳبررس به قسمت این در

از: است عبارت ای استوانه مختصات در لاپلاسین

∇۲𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝜕۲𝑢
𝜕𝑟۲ + ۱

𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟 + ۱

𝑟۲
𝜕۲𝑢
𝜕𝜃۲ + 𝜕۲𝑢

𝜕𝑧۲

می΋نیم. اعمال مسئله روی نیز دیری΋له مرزی شرط و است 𝜃 متغیر از مستقل که گیریم ͳم نظر در را ͳهای جواب قسمت این در

٢



آورید. بدست زیر مسئله از را 𝑢(𝑟, 𝑧) ΁پاس ۵ سوال
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∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑟 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۲

𝑢(𝑟, ۰) = ۰ ۰ < 𝑟 < ۱

𝑢(۱, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑧 < ۲

𝑢(𝑟, ۲) = ۱۰۰ − 𝑟۲ ۰ < 𝑟 < ۱

آورید. بدست زیر مسئله از را 𝑢(𝑟, 𝑧) ΁پاس ۶ سوال
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∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑟 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۲

𝑢(𝑟, ۰) = ۱۰۰ ۰ < 𝑟 < ۱

𝑢(۱, 𝑧) = ۱۰𝑧 ۰ < 𝑧 < ۲

𝑢(𝑟, ۲) = ۱۰۰ ۰ < 𝑟 < ۱

آورید. بدست زیر مسئله از را 𝑢(𝑟, 𝑧) ΁پاس ٧ سوال
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∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑟 < ۱, ۰ < 𝑧 < ۲

𝑢(𝑟, ۰) = ۰ ۰ < 𝑟 < ۱

𝑢(۱, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑧 < ۲

𝑢(𝑟, ۲) = ۷۰𝐽۰(𝑟) ۰ < 𝑟 < ۱

است: صفر مرتبه بسل تاب΄ 𝐽۰ آن در که

𝐽۰(𝑟) = ۱ +
ǻ

௝
ൡ۱׬

(−۱)ൡ𝑟۲ൡ
۲۲ൡ(𝑚! )۲

است: شده مدل زیر بصورت که استوانه روی دیری΋له مسئله ΁پاس که کنیم ͳم یادآوری
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∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑟 < 𝑎, ۰ < 𝑧 < ℎ

𝑢(𝑟, ۰) = ۰ ۰ < 𝑟 < 𝑎

𝑢(𝑎, 𝑧) = ۰ ۰ < 𝑧 < ℎ

𝑢(𝑟, ℎ) = 𝑓(𝑟) ۰ < 𝑟 < 𝑎
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آید: ͳم بدست شرح بدین است 𝜃 متغیر از مستقل ΁پاس این΋ه فرض با

𝑢(𝑟, 𝑧) =
ǻ

௝
۱׬ൢ

Aൢ𝐽۰(𝜆ൢ𝑟) sinh(𝜆ൢ𝑧)

و: 𝜆ൢ = 𝛼ൢ
𝑎 داریم باشد J۰ صفر مرتبه بسل تاب΄ مثبت ریشه 𝑛-امین با برابر 𝛼ൢ این΋ه فرض با آن در که

Aൢ = ۲
sinh(𝜆ൢℎ)𝑎۲𝐽۲

۱ (𝛼ൢ)௟
ൕ

۰
𝑓(𝑟)𝐽۰(𝜆ൢ𝑟)𝑟𝑑𝑟

باشد: ͳم اول مرتبه بسل تاب΄ J۱ آن در که

𝐽۱(𝑥) = 𝑥
۲

ǻ
௝
ൡ۰׬

(−۱)ൡ𝑥۲ൡ

۲۲ൡ(𝑚 + ۱)! 𝑚!

۴




