
سیزدهم سری تمرینات

ͳمهندس ͳریاض درس

بهار١۴٠٠

ی΋تا پروردگار نام به

لوران و تیلور بسط

آورید. بدست شده داده نقطه حول را زیر تواب΄ از هرکدام تیلور بسط ١ سوال

𝑧۰ = ۱ نقطه حول 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑒൮ تاب΄ (آ)

𝑧۰ = ۰ نقطه حول 𝑓(𝑧) = cos۲ 𝑧 تاب΄ (ب)

𝑧۰ = ۰ نقطه حول 𝑓(𝑧) = ۲𝑧
(𝑧 + 𝑖)۳ تاب΄ (ج)

𝑧۰ = ۱ نقطه حول 𝑓(𝑧) = ۴
𝑧۲ + ۲𝑧 تاب΄ (د)

باشد: ͳم زیر بصورت 𝑓(𝑧) = Log( ۱ + 𝑧
۱ − 𝑧) تاب΄ لورن Έم بسط دهید نشان ٢ سوال

Log( ۱ + 𝑧
۱ − 𝑧) = ۲

ǻ
௝
۰׬ൢ

𝑧۲ൢ۱ق

۲𝑛 + ۱

است مبدا مرکز به Έدیس بزرگترین این و دارد اعتبار (⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ < ۱) ۱ شعاع و مبدا مرکز به Έدیس روی بسط این دهید نشان

است. معتبر آن روی فوق بسط که

از: است عبارت 𝑧۰ = −۱ + 𝑖 نقطه حول 𝑓(𝑧) = Log𝑧 تاب΄ تیلور بسط دهید نشان ٣ سوال

𝑔(𝑧) = Log(−۱ + 𝑖) +
ǻ

௝
۱׬ൢ

(−۱)ൢǊ۱(𝑧 + ۱ − 𝑖)ൢ

𝑛(−۱ + 𝑖)ൢ

است. ͳتحلیل ⏐⏐⏐𝑧 + ۱− 𝑖⏐⏐⏐ <
√
۲ Έدیس روی 𝑔 بنابراین و 𝑅 =

√
۲ به است برابر فوق سری ͳرایΎهم شعاع دهید نشان

است دارا خود درون را ها 𝑥 محور ͳمنف بخش از ͳقسمت مذکور Έدیس که است آن دهد ͳم رخ پدیده این در که ͳاتفاق

از ͳهای قسمت روی Log𝑧 بنابراین و است لΎاریتم ͳاصل شاخه برای ͳبرش شاخه ها 𝑥 محور ͳمنف قسمت که دانیم ͳم و

ͳمنف قسمت که 𝑧۰ = −۱ + 𝑖 مرکز که ͳهای Έدیس روی که داریم اطمینان چند هر است نشده تعریف مذکور Έدیس

ادامه عنوان تحت ͳمباحث در بیشتر موارد این هستند. برابر هم با 𝑔(𝑧) و Log𝑧 مقادیر کنند ͳنم قط΄ را ها 𝑥 محور

است. Log𝑧 تاب΄ ͳتحلیل یΈادامه 𝑔 گوییم ͳم اصطلاحا بالا مثال در گیرند. ͳم قرار بحث مورد تواب΄ ͳتحلیل

کنید. محاسبه شده داده نقطه به نسبت و شده مشخص ناحیه در را زیر تواب΄ از هرکدام لوران بسط ۴ سوال



⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ > ۱ ناحیه در و 𝑧۰ = ۰ نقطه به نسبت 𝑓(𝑧) = ۱

۱ + 𝑧 تاب΄ (آ)

⏐⏐⏐𝑧 + 𝑖⏐⏐⏐ > ۵
۲
ناحیه در و 𝑧۰ = −𝑖 نقطه به نسبت 𝑓(𝑧) = ۱

۳ + ۲𝑖𝑧 تاب΄ (ب)

⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ > ۰ ناحیه و 𝑧۰ = ۰ نقطه به نسبت 𝑓(𝑧) = 𝑧۲۲𝑒 ۱

ೱ۲ تای΄ (ج)

۲ < ⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ < ۳ ناحیه در و 𝑧۰ = ۰ نقطه به نسبت 𝑓(𝑧) = 𝑧

(𝑧 + ۲)(𝑧 + ۳) تاب΄ (د)

⏐⏐⏐𝑧 − ۲⏐⏐⏐ > ۱ ناحیه در و 𝑧۰ = ۲ نقطه به نسبت 𝑓(𝑧) = ۴𝑧 − ۵
(𝑧 − ۲)(𝑧 − ۱) تاب΄ (ه�)

های انتΎرال حاصل نمود گیری انتΎرال جمله به جمله بصورت تواب΄ لوران بسط از توان ͳم که ن΋ته این از استفاده با ۵ سوال

کنید. محاسبه را زیر مختلط

(آ)

௎
ഷ۱ػ۰غ

sin ۱
𝑧𝑑𝑧

(ب)

௎
ഷ۱ػ۰غ

cos 𝑧 sin ۱
𝑧𝑑𝑧

(ج)

௎
ഷ۴ػ۰غ

Log(۱ + ۱
𝑧)𝑑𝑧

(د)

௎
ഷ۱ػ۰غ

۱
𝑧 cos ۱

𝑧۲𝑑𝑧

است. شده ͳده جهت ͳمثلثات بصورت که است 𝑟 شعاع و مبدا مرکز به دایره 𝐶൦(۰) از منظور

ها مانده حساب

ͳمتناه تعدادی در احتمالا جز به 𝐶 درون 𝑓 تاب΄ و باشد ͳمثلثات جهت در بسته و ساده خم Έی 𝐶 هرگاه که کنیم ͳم یادآوری

داریم: آنΎاه باشد ͳتحلیل دارند قرار 𝐶 خم درون که 𝑧۱, … , 𝑧ൟ مانند ͳΎین΋ت نقطه

௎
ഷ

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖
ൟ

௝
൞۱׬

𝑅𝑒𝑠(𝑓; 𝑧൞)

شدنͳ-قطب رف΄ ͳΎین΋ت (نقطه مشخصکنید نیز را آنها نوع و نموده پیدا را آنها ͳΎین΋ت نقاط ابتدا زیر تواب΄ از هرکدام در ۶ سوال

کنید. مشخص نیز را آن مرتبه باشیم داشته قطب که ͳصورت در .(ͳاساس ͳΎین΋ت نقطه یا

٢



(آ)

𝑓(𝑧) = 𝑧(𝑧 − ۱)۲
sin 𝜋𝑧 sin 𝑧

(ب)

𝑓(𝑧) = 𝑧
𝑒൮ − ۱

(ج)

𝑓(𝑧) = ۱
𝑧 − sin ۱

𝑧

(د)

𝑓(𝑧) = 𝑒 ۱
۱ťೱ + ۱

۱ − 𝑧

(ه�)

𝑓(𝑧) = ۱ − 𝑧۲
sin 𝑧 + 𝑧 − ۱

𝑧 + ۱

است 𝑓 ͳΎین΋ت نقطه Έی ∞ گوییم ͳم .𝑔(𝑧) = 𝑓( ۱𝑧) دهید قرار است. ͳتحلیل ⏐⏐⏐𝑧
⏐⏐⏐ > 𝑅 ناحیه روی 𝑓 تاب΄ کنید فرض ٧ سوال

رف΄ ͳΎین΋ت نقطه Έی ∞ ͳیعن شود. ͳم برده ارث به 𝑔 از ͳΎین΋ت این نوع و باشد 𝑔 ͳΎین΋ت نقطه Έی 𝑧 = ۰ هرگاه

(ͳاساس ͳΎین΋ت یا (قطب ͳشدن رف΄ ͳΎین΋ت نقطه Έی 𝑧 = ۰ هرگاه است 𝑓 تاب΄ برای (ͳاساس ͳΎین΋ت یا (قطب ͳشدن

باشد. 𝑔 تاب΄ برای

کنید. مشخص را ∞ ͳΎین΋ت نوع زیر موارد از هرکدام در

(آ)

𝑓(𝑧) = ۱
۱ + 𝑧

(ب)

𝑓(𝑧) = 𝑒൮ − cos ۱
𝑧

(ج)

𝑓(𝑧) = 𝑧
𝑧۲ + ۱

− ۱
𝑧

کنید. محاسبه آنها ͳΎین΋ت نقاط در را زیر تواب΄ از هرکدام مانده ٨ سوال

(آ)

𝑓(𝑧) = cos ۱
𝑧 sin ۱

𝑧

٣



(ب)

𝑓(𝑧) = ۱ − cos 𝑧
𝑧۳

(ج)

𝑓(𝑧) = 𝑒൮ق ۱ೱ

(د)

𝑓(𝑧) = ۱ + 𝑧
𝑧۲ + ۲𝑧 + ۲

(ه�)

𝑓(𝑧) = sin 𝑧۲
𝑧۲(𝑧۲ + ۱)

آنΎاه: ℎ(𝑧) = (𝑧 − 𝑧۰)ൡ𝑓(𝑧) دهیم قرار و باشد 𝑓 تاب΄ برای 𝑚 مرتبه از قطب Έی 𝑧 = 𝑧۰ هرگاه که کنیم ͳم یادآوری

𝑅𝑒𝑠(𝑓; 𝑧۰) = ℎغൡǊ۱ػ(𝑧۰)
(𝑚 − ۱)!

کنید. محاسبه ها مانده حساب از استفاده با را زیر های انتΎرال از هرکدام حاصل ٩ سوال

(آ)

௎
ഷ۰ಱ۰۰۱ػ۱غ

۱
𝑧۵ − ۱

𝑑𝑧

(ب)

௎
ഷ۱ػ۰غ

𝑒 ۱ೱ cos ۱
𝑧۲𝑑𝑧

(ج)

௎
ഷ۰ಱ۵ػ۰غ

۱
𝑧۲(𝑒൮ − ۱)𝑑𝑧

(د)

௎
ഷ۴ػ۰غ

𝑧 tan 𝑧𝑑𝑧

کنیم: ͳم تعریف زیر دستور با را ∞ در 𝑓 تاب΄ مانده و 𝑔(𝑧) = ۱
𝑧۲𝑓( ۱𝑧) دهید قرار شده داده 𝑓(𝑧) تاب΄ برای ١٠ سوال

𝑅𝑒𝑠(𝑓; ∞) ∶= 𝑅𝑒𝑠(𝑔; ۰)

۴



𝐶 کنید فرض نمود: بندی فرمول نیز صورت بدین را ای مانده انتΎرال فرمول توان ͳم ∞ در مانده تعریف از استفاده با

𝐶 درون که 𝑧۱, … , 𝑧ൟ نقطه ͳمتناه تعدادی احتمالا جز به 𝐶 درون 𝑓 تاب΄ و باشد ͳمثلثات جهت در بسته و ساده خم Έی

اینصورت: در باشد. ͳتحلیل دارند قرار

௎
ഷ

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖
ൟ

௝
൞۱׬

𝑅𝑒𝑠(𝑓; 𝑧൞) = ۲𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠(𝑓; ∞)

هرکدام حاصل ∞ در تواب΄ مانده مفهوم از استفاده با باشد. ͳمثلثات جهت در ۳ شعاع و مبدا مرکز به دایره 𝐶 کنید فرض

آورید: بدست را زیر های انتΎرال از

(آ)

௎
ഷ

۵𝑧 − ۲
𝑧(𝑧 − ۱)𝑑𝑧

(ب)

௎
ഷ

𝑧۲𝑒 ۱ೱ 𝑑𝑧

(ج)

௎
ഷ

𝑧۵
۱ − 𝑧۳𝑑𝑧

ناسره های انتΎرال و ͳمثلثات های انتΎرال محاسبه در ها مانده حساب کاربرد

کنید. محاسبه را زیر های انتΎرال از هرکدام حاصل دارد. اختیاری حالت تمرین این ١١ سوال

(آ)

௟
۲ഏ

۰

𝑑𝜃
۷ − ۲ cos۲ 𝜃 − ۳ sin۲ 𝜃

(ب)

௟
۲ഏ

۰

𝑑𝜃
sin۲ 𝜃 + ۲ cos۲ 𝜃

(ج)

௟
ഏ

۰

cos 𝜃 sin۲ 𝜃
۲ + cos 𝜃 𝑑𝜃

(د)

௟
۲ഏ

۰

𝑑𝜃
۷ + ۲ cos 𝜃 + ۳ sin 𝜃

۵



(ه�)

௟
ഏ

۰

𝑑𝜃
۹ + ۱۶ sin۲ 𝜃

sin 𝜃 = 𝑒൝ഈ − 𝑒Ǌ൝ഈ

۲𝑖 و cos 𝜃 = 𝑒൝ഈ + 𝑒Ǌ൝ഈ

۲
که کنیم ͳم یادآوری

شود: ͳم تعریف زیر بصورت ௟
ǻ

Ǌǻ
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ناسره انتΎرال ͳکش ͳاصل مقدار که کنیم ͳم یادآوری ١٢ سوال

𝑃.𝑉௟
ǻ

Ǌǻ
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∶= lim

൦ǫǻ
௟

൦

Ǌ൦
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

فرض و باشند 𝑥 ͳحقیق متغیر از ای جمله چند دو 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) کنید فرض کنیم: ͳم یادآوری نیز را زیر گزاره همچنین

باشد نداشته ͳحقیق ریشه Ϳهی 𝑞(𝑥) فرضکنید باشد. بیشتر 𝑝(𝑥) ای جمله چند درجه از واحد دو حداقل 𝑞(𝑥) درجه کنید

𝑧۱, 𝑧۲, … , 𝑧ൟ کنید فرض باشد). ͳحقیق خط کل روی شده تعریف ͳعبارت 𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) که شود ͳم گذاشته آن برای فرض (این

اینصورت: در باشد. ͳبالای صفحه نیم روی 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) تاب΄ های قطب ͳتمام

𝑃.𝑉 ௟
ǻ

Ǌǻ

𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖

ൟ
௝
൞۱׬

𝑅𝑒𝑠(𝑝
𝑞 ; 𝑧൞)

آورید. بدست را زیر عبارات از هرکدام حاصل فوق گزاره از استفاده با

(آ)

𝑃.𝑉 ௟
ǻ

Ǌǻ

۱
۱ + 𝑥۴𝑑𝑥

(ب)

𝑃.𝑉 ௟
ǻ

Ǌǻ

۱
۱ + 𝑥۲ + 𝑥۴𝑑𝑥

(ج)

𝑃.𝑉 ௟
ǻ

Ǌǻ

۱
(۱ + 𝑥۲)ൢ۱ق𝑑𝑥

(د)

𝑃.𝑉 ௟
ǻ

Ǌǻ

۱
(۱ + 𝑥۴)۲𝑑𝑥

است. بیشتر 𝑝 درجه از واحد ۲ حداقل 𝑞 درجه که باشند ای جمله چند دو 𝑝, 𝑞 کنید فرض دارد. اختیاری حالت تمرین این ١٣ سوال

های قطب ͳتمام 𝑧۱, … , 𝑧ൢ کنید فرض باشد. نداشته ΀صحی اعداد مجموعه روی ͳقطب Ϳهی 𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) کنید فرض

اینصورت: در باشند. مختلط صفحه روی 𝑓(𝑧)
ǻ

௝
ൡ׬Ǌǻ

𝑝(𝑚)
𝑞(𝑚) = −𝜋

ൢ
௝
൞۱׬

𝑅𝑒𝑠(𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) cot 𝜋𝑧; 𝑧൞)

۶



آنΎاه: 𝑎 > ۰ اگر دهید نشان بالا نتیجه از استفاده با

ǻ
௝

ൟ׬Ǌǻ

۱
𝑘۴ + ۴𝑎۴ = 𝜋

۴𝑎۳
sinh(۲𝑎𝜋) + sin(۲𝑎𝜋)
cosh(۲𝑎𝜋) − cos(۲𝑎𝜋)

بیابید.
ǻ

௝
ൟ۱׬

۱
𝑘۴ + ۴𝑎۴ برای ͳصریح رابطه سپس و

دهید: نشان همچنین
ǻ

௝
ൟ׬Ǌǻ

𝑘۲

(𝑘۲ + ۱)۲ = 𝜋
۴ sinh۲ 𝜋(sinh(۲𝜋) − ۲𝜋)

٧


