
اول سری تمرینات

ͳمهندس ͳریاض درس

٩٩ زمستان

ی΋تا پروردگار نام به

۲𝜋 تناوب دوره از متناوب تواب΄ فوریه سری

(𝑓(𝑥+۲𝜋) = 𝑓(𝑥) داریم 𝑥 ∈ ℝ هر برای ͳیعن) است ۲𝜋تناوب دوره از که 𝑓 ∶ ℝ → ℝ متناوب تاب΄ برای که مͳکنیم یادآوری

مͳشود: داده نسبت 𝑓 تاب΄ به فوریه سری Έی

𝑓(𝑥) ≈ 𝑎۰
۲

+
ǻ

௝
۱׬ൢ

𝑎ൢ cos 𝑛𝑥 + 𝑏ൢ sin 𝑛𝑥

مͳشوند: حاصل زیر روابط طریق از 𝑎ൢ, 𝑏ൢ های دنباله و 𝑎۰ عدد آن در که

𝑎۰ = ۱
𝜋௟

ഏ

Ǌഏ
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (١)

𝑎ൢ = ۱
𝜋௟

ഏ

Ǌഏ
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥𝑑𝑥 (٢)

𝑏ൢ = ۱
𝜋௟

ഏ

Ǌഏ
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥𝑑𝑥 (٣)

سری ثابت ضریب نیز 𝑎۰
۲
عدد مͳشود. گفته ͳسینوس فوریه ضرایب 𝑏ൢ اعداد به و ͳکسینوس فوریه ضرایب 𝑎ൢ اعداد به اصطلاحا

است. شده ذکر فوریه

هر برای ͳیعن) باشد 𝑝 تناوب دوره با و متناوب 𝑔 تاب΄ اگر که کنید دقت ن΋ته این به نیز متناوب تواب΄ از انتΎرالگیری مورد در

به ندارد. ͳΎبست بازه شروع نقطه به 𝑝 طول به ای بازه در انتΎرالگیری آنΎاه باشد) برقرار 𝑔(𝑥 + 𝑝) = 𝑔(𝑥) رابطه 𝑥 عدد

است: برقرار همواره زیر رابطه آنΎاه باشند دلخواه 𝑟, 𝑠 ∈ ℝ و باشد 𝑝 تناوب دوره از ͳتابع 𝑔 اگر تر دقیق عبارت

௟
൦ق൤

൦
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ௟

൧ق൤

൧
𝑔(𝑥)𝑑𝑥

۲𝜋 تناوب دوره با متناوب تاب΄ Έی ℎ اگر که مͳشود نتیجه شد ذکر اخیرا که ای ن΋ته و (٣) و (٢) و (١) ͳرالΎانت روابط از

آوریم. بدست را ℎ تاب΄ فوریه سری توانیم ͳم آنΎاه بدانیم ۲𝜋 طول به دلخواه بازهای در را آن مقادیر که باشد

مͳپردازیم. بخش این در ͳسوالات ͳبررس به اکنون



باشد: شده تعریف زیر ضابطه با [−𝜋, 𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ١ سوال

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

۱ −𝜋 ≤ 𝑥 < ۰

۰ ۰ ≤ 𝑥 < 𝜋

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری

است. شده تعریف 𝑓(𝑥) = 𝑥 ضابطه با [۰, ۲𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض (آ) ٢ سوال

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری

است. شده تعریف 𝑔(𝑥) = 𝑥 ضابطه با [−𝜋, 𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑔 کنید فرض (ب)

بیابید. را 𝑔 تاب΄ فوریه سری

ضابطه با [−𝜋, 𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ٣ سوال

𝑓(𝑥) = 𝑥|𝑥| =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

−𝑥۲ −𝜋 ≤ 𝑥 < ۰

𝑥۲ ۰ ≤ 𝑥 < 𝜋

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری است. شده تعریف

ضابطه: با [۰, ۲𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ۴ سوال

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑥۳ ۰ ≤ 𝑥 < 𝜋

𝑥۲ + ۲𝑥 𝜋 ≤ 𝑥 < ۲𝜋

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری است. شده تعریف

شده تعریف 𝑓(𝑥) = (𝜋 − |𝑥|)۲ ضابطه با [−𝜋, 𝜋] بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ۵ سوال

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فرویه سری است.

چند تاب΄ Έی از ͳحاصلضرب بصورت انتΎرالده تاب΄ آنها در که ͳهای انتΎرال است لازم ۵ و ۴ و ٣ و ٢ و ١ سوالات حل برای

𝑢, 𝑣 و 𝑚 = ۰, ۱, ۲, … کنید فرض پس گیرند. فرار ͳبررس مورد باشند ͳم (ͳکسینوس یا ͳسینوس) ͳمثلثات تاب΄ Έی و ای جمله

کنید: تعریف باشد. ͳحقیق عددی 𝜆 ≠ ۰ کنید فرض همچنین .𝑢 ≤ 𝑣 که باشند ͳحقیق اعدادی

Iഋ(𝑚; 𝑢, 𝑣) ∶= ௟
൪

൩
𝑥ൡ cos 𝜆𝑥𝑑𝑥

٢



Jഋ(𝑚; 𝑢, 𝑣) ∶= ௟
൪

൩
𝑥ൡ sin 𝜆𝑥𝑑𝑥

و 𝑑U = 𝑚𝑥ൡǊ۱𝑑𝑥 پس .𝑑V = cos 𝜆𝑥𝑑𝑥 و U = 𝑥ൡ دهید قرار جز به جز گیری انتΎرال از استفاده با Iഋ انتΎرال برای

نتیجه: در .V = ۱
𝜆 sin 𝜆𝑥

Iഋ(𝑚; 𝑢, 𝑣) = 𝑣ൡ

𝜆 sin 𝜆𝑣 − 𝑢ൡ

𝜆 sin 𝜆𝑢 − 𝑚
𝜆 Jഋ(𝑚 − ۱; 𝑢, 𝑣)

آورد: خواهیم بدست نیز Jഋ برای مشابه بطور و

Jഋ(𝑚; 𝑢, 𝑣) = 𝑢ൡ

𝜆 cos 𝜆𝑢 − 𝑣ൡ

𝜆 cos 𝜆𝑣 + 𝑚
𝜆 Iഋ(𝑚 − ۱; 𝑢, 𝑣)

که: باشید داشته توجه همچنین نمود. محاسبه را Jഋ و Iഋ توان ͳم فوق ͳبازگشت روابط ب΋ارگیری با و

Iഋ(۰; 𝑢, 𝑣) = ۱
𝜆[sin 𝜆𝑣 − sin 𝜆𝑢]

Jഋ(۰; 𝑢, 𝑣) = ۱
𝜆[cos 𝜆𝑢 − cos 𝜆𝑣]

فوریه سری است. شده تعریف 𝑓(𝑥) = 𝑒ഁ൬ ضابطه با [۰, ۲𝜋) بازه روی که باشد متناوب ͳتابع 𝑓 و 𝛼 ≠ ۰ کنید فرض ۶ سوال

بیابید. را 𝑓 تاب΄

شوند: ͳبررس زیر های انتΎرال 𝑢 ≤ 𝑣 که 𝑢, 𝑣 ͳحقیق اعداد و 𝛽, 𝜆 ناصفر های ثابت ازای به است لازم ۶ سوال حل برای

C(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) = ௟
൪

൩
𝑒ം൬ cos 𝜆𝑥𝑑𝑥

S(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) = ௟
൪

൩
𝑒ം൬ sin 𝜆𝑥𝑑𝑥

پس: .V = ۱
𝜆 sin 𝜆𝑥 و 𝑑U = 𝛽𝑒ം൬𝑑𝑥 پس .𝑑V = cos 𝜆𝑥𝑑𝑥 و U = 𝑒ം൬ دهید قرار C ͳبررس برای

C(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) = 𝑒ം൪

𝜆 sin 𝜆𝑣 − 𝑒ം൩

𝜆 sin 𝜆𝑢 − 𝛽
𝜆S(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣)

شود: ͳم حاصل زیر رابطه نیز S برای مشابه بطور

S(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) = 𝑒ം൩

𝜆 cos 𝜆𝑢 − 𝑒ം൪

𝜆 cos 𝜆𝑣 + 𝛽
𝜆C(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣)

داریم: شرح بدین S و C مجهولات با ͳخط ͳاهΎدست پس

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

C(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) + 𝛽
𝜆S(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) = 𝑒ം൪

𝜆 sin 𝜆𝑣 − 𝑒ം൩

𝜆 sin 𝜆𝑢

−𝛽
𝜆C(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) + S(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) = 𝑒ം൩

𝜆 cos 𝜆𝑢 − 𝑒ം൪

𝜆 cos 𝜆𝑣

مͳشوند. حاصل S(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) و C(𝛽, 𝜆; 𝑢, 𝑣) نهایت در کرامر) روش از استفاده با (مثلا فوق ͳخط دستΎاه حل با

٣



ضابطه با [−𝜋, 𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 فرضکنید و باشد ΀غیرصحی عددی 𝛼 فرضکنید ٧ سوال

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری باشد. شده تعریف 𝑓(𝑥) = cos 𝛼𝑥

با [۰, ۲𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑔 کنید فرض و باشد ΀غیرصحی عددی 𝛼 فرضکنید مجددا ٨ سوال

بیابید. را 𝑔 تاب΄ فوریه سری باشد. شده تعریف 𝑔(𝑥) = sin 𝛼𝑥 ضابطه

است. شده تعریف ℎ(𝑥) = 𝑥 cos 𝑥 ضابطه با [−𝜋, 𝜋) بازه روی که بوده ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع ℎ کنید فرض ٩ سوال

بیابید. را ℎ تاب΄ فوریه سری

باشد. شده تعریف ℎ(𝑥) = 𝑥۲ sin ۳𝑥 ضابطه با [۰, ۲𝜋) بازه روی که باشد ۲𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع ℎ کنید فرض ١٠ سوال

بیابید. را ℎ تاب΄ فوریه سری

شوند: واق΄ مفید توانند ͳم زیر روابط ١٠ و ٩ و ٨ و ٧ سوالات حل برای

sin 𝑢 cos 𝑣 = ۱
۲
[sin(𝑢 + 𝑣) + sin(𝑢 − 𝑣)]

sin 𝑢 sin 𝑣 = ۱
۲
[cos(𝑢 − 𝑣) − cos(𝑢 + 𝑣)]

cos 𝑢 cos 𝑣 = ۱
۲
[cos(𝑢 + 𝑣) + cos(𝑢 − 𝑣)]

مͳشوند. ادغام شد بیان ͳابتدای بخشهای در که Jഋ و Iഋ به مربوط روابط با اخیر روابط ١٠ ٩و سوالات در البته

تناوبدلخواه دوره از متناوب تواب΄ فوریه سری

𝑓 تناوب دوره فرضکنید نیست). ۲𝜋 با برابر لزوما تناوب دوره ͳیعن) باشد دلخواه تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض

صورت بدین فوریه سری Έی 𝑓 تاب΄ به صورت این در مͳشود. گفته 𝑓 تاب΄ دوره نیم 𝑙 عدد به اصطلاحا باشد. 𝑝 = ۲𝑙 با برابر

مͳشود: داده نسبت

𝑓(𝑥) ≈ 𝑎۰
۲

+
ǻ

௝
۱׬ൢ

𝑎ൢ cos 𝑛𝜋𝑥
𝑙 + 𝑏ൢ sin 𝑛𝜋𝑥

𝑙

هستند: محاسبه قابل زیر روابط طریق از 𝑏ൢ و 𝑎ൢ و 𝑎۰ اعداد آن در که

𝑎۰ = ۱
𝑙௟

ൠ

Ǌൠ
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (۴)

𝑎ൢ = ۱
𝑙௟

ൠ

Ǌൠ
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥

𝑙 𝑑𝑥 (۵)

۴



𝑏ൢ = ۱
𝑙௟

ൠ

Ǌൠ
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥

𝑙 𝑑𝑥 (۶)

ͳمعمول فوریه سری همان حالت این در بنابراین و 𝑙 = 𝜋 داشت خواهیم باشد ۲𝜋 تناوب دوره از 𝑓 تاب΄ که ͳحالت در که کنید توجه

روی 𝑓 تاب΄ مقادیر و باشد 𝑝 = ۲𝑙 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 اگر همچنین داشت. خواهیم را ۲𝜋 تناوب دوره از تواب΄ برای

کنیم. محاسبه را 𝑓 تاب΄ فوریه سری توانیم ͳم که شود ͳم نتیجه (۶) و (۵) و (۴) روابط از آنΎاه باشد مشخص 𝑝 طول به بازهای

است: شده تعریف زیر ضابطه با [− ۱
۲
, ۱
۲
) بازه روی که باشد 𝑝 = ۲𝑙 = ۱ تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ١١ سوال

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

۱ − 𝑥 − ۱
۲

≤ 𝑥 < ۰

۱ ۰ ≤ 𝑥 < ۱
۲

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری

شده تعریف 𝑓(𝑥) = cos 𝑥 ضابطه با [۰, 𝜋) بازه روی که باشد 𝑝 = ۲𝑙 = 𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ١٢ سوال

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری است.

شده تعریف 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 ضابطه با [۰, 𝜋) بازه روی که باشد 𝑝 = ۲𝑙 = 𝜋 تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ١٣ سوال

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری است.

باشد: شده تعریف زیر ضابطه با [۱, ۳) بازه روی که باشد 𝑝 = ۲𝑙 = ۲ تناوب دوره با متناوب ͳتابع 𝑓 کنید فرض ١۴ سوال

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

۲ − 𝑥 ۱ ≤ 𝑥 < ۲

sin 𝜋𝑥 ۲ ≤ 𝑥 < ۳

بیابید. را 𝑓 تاب΄ فوریه سری

با [−𝑙, 𝑙] بازه روی که 𝑝 = ۲𝑙 تناوب دوره با 𝑓 متناوب تاب΄ فوریه باشد.سری دلخواه عددی ۰ < ℎ < 𝑙 کنید فرض ١۵ سوال

بیابید. را است شده تعریف زیر ضابطه

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

۰ −𝑙 ≤ 𝑥 ≤ −ℎ

۲
ℎ𝑥 + ۲ −ℎ ≤ 𝑥 ≤ ۰

− ۲
ℎ𝑥 + ۲ ۰ ≤ 𝑥 ≤ ℎ

۰ ℎ ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

۵


