
تمارین پنجم سری پاسخنامه

دیفرانسیل معادلات درس

٩٩ خرداد

ͳتعال بسمه

آورید. بدست زیر های سری از هرکدام در را ͳرایΎهم شعاع ١ سوال

الف) •
ǻ

௝
۰׬ئ

x۲ئ
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ب) •
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௝
۰׬ئ

ئxئ۲
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دهیم: قرار اگر که می΋ند بیان آزمون این که می΋نیم یادآوری ∑ǻ
۰׬ൢ aئ سری ͳرایΎهم ͳبررس برای را نسبت آزمون ابتدا ΁پاس

ρ = lim
ǫǻئ

|a۱قئ

aئ
|

استفاده با آنΎاه ρ = ۱ اگر و واگراست مذکور سری آنΎاه ρ > ۱ اگر و همΎراست مذکور سری آنΎاه ۰ ≤ ρ < ۱ اگر آنΎاه

شود. ͳبررس ͳواگرای یا ͳرایΎهم دیΎر های راه از باید و گرفت تصمیم نمیتوان سری ͳرایΎهم مورد در آزمون این از

نتیجه: در و aئ = x۲ئ

n! داریم اینجا در الف) •

ρ = lim
ǫǻئ

|x|۲۲قئ

(n + ۱)!
|x|۲ئ
n!

= lim
ǫǻئ

|x|۲
n + ۱

= ۰

ͳرایΎهم شعاع پس باشد. ͳم همΎرا مذکور سری x ∈ ℝ هر برای نتیجه در و ρ = ۰ داریم x انتخاب از مستقل پس

باشد. ͳم ∞ با برابر (الف) قسمت در شده ذکر سری



نتیجه: در و aئ = ئxئ۲ داریم قسمت این در ب) •

ρ = lim
ǫǻئ

۱قئ|x|۱قئ۲

ئ|x|ئ۲ = ۲|x|

− ۱
۲

< x < ۱
۲
گاه هر و شود ͳم واگرا مذکور سری آنΎاه x < − ۱

۲
یا x > ۱

۲
اگر بنابراین .ρ = ۲|x| نتیجه در

سری که شود ͳم مشاهده بوضوح سری در x = − ۱
۲
و x = ۱

۲
جایΎذاری با همچنین شود. ͳم همΎرا سری آنΎاه

برابر ͳرایΎهم شعاع نتیجه در و شود ͳم همΎرا x ∈ (− ۱
۲
, ۱
۲
) ازای به فقط مذکور سری نتیجه در و شود ͳم واگرا

۱
۲
با است

نتیجه: در و aئ = (x − x۰)ئ

n داریم قسمت این در ج) •

ρ = lim
ǫǻئ

|x − x۰|۱قئ

n + ۱
|x − x۰|ئ

n

= |x − x۰|

|x − x۰| < ۱ که ͳهای xبرای و واگراست مذکور سری |x − x۰| > ۱ که ͳهای xبرای نتیجه در .ρ = |x − x۰|پس

سری Έی آنΎاه x − x۰ = −۱ اگر و واگراست که داریم را همساز سری آنΎاه x − x۰ = ۱ اگر همΎراست. سری

Έی لایبنیتز آزمون بر بنا می΋ند میل صفر سمت به بینهایت در آن ͳعموم جمله این΋ه به توجه با که داریم متناوب

سری ͳرایΎهم شعاع پس همΎراست. x ∈ [x۰ − ۱, x۰ + ۱) ازای به فقط مذکور سری پس داریم. همΎرا سری

١ از است عبارت مذکور

نتیجه: در و aئ = xئn!
nئ داریم قسمت این در د) •

ρ = lim
ǫǻئ

|x|۱قئ(n + ۱)!
(n + ۱قئ(۱

|x|ئn!
nئ

= lim
ǫǻئ

( n
n + ۱

|x|ئ(

اما:

lim
ǫǻئ

( n
n + ۱

ئ( = ۱

limئǫǻ(۱ + ۱
n)ئ

= ۱
e

سری آنΎاه −e < x < e هرگاه و واگراست مذکور سری آنΎاه x < −e یا x > e هرگاه پس .ρ = |x|
e نتیجه در

سری ͳواگرای یا ͳرایΎهم توان ͳم البته و باشد ͳم همΎرا x ∈ (−e, e) برای مذکور سری پس باشد. ͳم همΎرا

e با است برابر سری ͳرایΎهم شعاع که میشود نتیجه آن΋ه خلاصه نمود. ͳبررس نیز x = ±e نقاط در را مذکور

کنیم: بیان را Ίاسترلین فرمول که است لازم .ابتدا باشید ͳم x = e در سری ͳرایΎهم ͳبررس مشتاق که ͳصورت در

lim
ǫǻئ

n!
(n
e √ئ(

۲πn
= ۱

٢



شود: ͳم نتیجه رابطه این از

lim
ǫǻئ

eئn!
nئ√

۲πn
= ۱

دیΎر: عبارت به یا

lim
ǫǻئ

eئn!
nئ√
۲πn

= ۱

به مذکور سری که میΎیریم نتیجه بخصوص و باشد کراندار دنباله Έی نمیتواند eئn!
nئ که دهد ͳم نتیجه فوق رابطه

باشد. ͳم همΎرا x ∈ (−e, e) ازای به فقط و فقط سری پس باشد. ͳم واگرا x = ±e ازای

آورید. بدست را ͳرایΎهم شعاع و آورده بدست x۰ حول را زیر تواب΄ تیلور بسط ٢ سوال

الف) •

ln(۱ + x) , x۰ = ۰

ب) •

۱
۱ − x , x۰ = ۲

داریم: n ≥ ۱ برای ͳکل بطور و fƕƕ(۰) = −۱ و fƕ(۰) = ۱ و f(۰) = ۰ داریم f(x) = ln(۱ + x) تاب΄ برای الف) • ΁پاس

f(۰)ػئغ = n)۱قئ(۱−) − ۱)!

از: شود ͳم عبارت صفر حول f تیلور بسط نتیجه در و

f(x) ≈
ǻ

௝
۰׬ئ

f(۰)ػئغ
n! xئ =

ǻ
௝
۱׬ئ

Ǌ۱(nئ(۱−) − ۱)!
n! xئ =

ǻ
௝
۱׬ئ

Ǌ۱ئ(۱−)

n xئ

نتیجه: در و aئ = Ǌ۱ئ(۱−)

n xئ داریم

ρ = lim
ǫǻئ

|x|۱قئ

n + ۱
|x|ئ
n

= |x|

سری آنΎاه −۱ < x < ۱ هرگاه و شود ͳم واگرا سری آنΎاه x < −۱ یا x > ۱ هرگاه بنابراین و ρ = |x| نتیجه در

x = −۱ ازای به و باشد ͳم همΎرا لایبنیتز آزمون بنابر که داریم متناوب سری Έی x = ۱ ازای به شود. ͳم همΎرا

و باشد ͳم همΎرا x ∈ (−۱, ۱] مقادیر ازای به فقط فوق تیلور سری پس باشد. ͳم واگرا که داریم را همساز سری

١ با شود ͳم برابر ͳرایΎهم شعاع نتیجه در

٣



نوشت: میتوان ب) •

۱
۱ − x = ۱

−۱ − (x − ۲) = − ۱
۱ + (x − ۲) = −

ǻ
௝
۰׬ئ

x)ئ(۱−) − ئ(۲

از: است عبارت x۰ = ۲ حول آن تیلور بسط نتیجه در و

۱
۱ − x ≈

ǻ
௝
۰׬ئ

x)۱قئ(۱−) − ئ(۲

−۱ < x − ۲ < ۱ که x مانند مقادیری ازای به فقط سری این باشد ͳم ͳهندس سری Έی فوق سری که ͳآنجای از و

برابر نیز ͳرایΎهم شعاع همچنین و باشد ͳم همΎرا ۱ < x < ۳ که ͳهای x ازای به فقط سری پس باشد. ͳم همΎرا

١ با شود ͳم

را کار این y۱, y۲ آوردن بدست (با آورید بدست x۰ حول را زیر معادلات از هرکدام جواب ͳتوان های سری از استفاده با ٣ سوال

کنید. ͳبررس را جواب دو بودن مستقل y۱, y۲ رونس΋ین از استفاده با سپس دهید) انجام

الف) •

yƕƕ − y = ۰ , x۰ = ۰

ب) •

yƕƕ − k۲x۲y = ۰ , x۰ = ۰

است. ثابت عددی k آن در که

پ) •

(۲ + x۲)yƕƕ − xyƕ + ۴y = ۰ , x۰ = ۰

ج) •

yƕƕ − xyƕ + ۲y = ۰ , x۰ = ۰

د) •

xyƕƕ + yƕ + xy = ۰ , x۰ = ۱

در yƕƕ
ضریب ͳیعن باشند. ͳم متناظر دیفرانسیل های معادله ͳمعمول نقاط شده داده نقاط ͳتمام که میبینیم سوال این در ΁پاس

جواب آن΋ه فرض با که است آن دهیم انجام باید که کاری تنها پس باشد. ͳم ناصفر متناظر های x۰ ازای به معادلات این

۴



بصورت:

y(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئ(x − x۰)ئ

را aئ دنباله شوند) ͳم نوشته ش΋ل بدین واقعا ها جواب داریم کار و سر ͳمعمول نقاط با چون قضایا بنابر (که باشد ͳم

متناظر). دیفرانسیل معادله در جواب صورت این جایΎذاری طریق (از آوریم بدست

کنید: فرض الف) •

y۱(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ

کنید: فرض همچنین و yƕ
۱(۰) = ۰ و y۱(۰) = ۱ اولیه شرط در که باشد معادله از ͳجواب

y۲(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

bئxئ

a۰ = ۱ که شود ͳم نتیجه بوضوح اولیه شرایط از کند. صدق yƕ
۲(۰) = ۱ و y۲(۰) = ۰ اولیه شرط در که باشد ͳجواب

شود: ͳم حاصل زیر رابطه شده داده دیفرانسیل معادله در جایΎذاری با .a۱ = ۰ و

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۲ −
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ ≡ ۰

چپ سمت عبارت در x ضریب .a۲ = ۱
۲
نتیجه در و ۲a۲ − a۰ از است عبارت ثابت جمله تساوی چپ سمت در

زیر رابطه طریق از چپ سمت سری در xؖ ضریب k ≥ ۲ برای .a۳ = ۰ نتیجه در و ۶a۳ − a۱ از است عبارت

شود: ͳم حاصل

(k + ۲)(k + ۱)aؖ۲ق − aؖ

باشیم: داشته باید نتیجه در و

aؖ۲ق = aؖ
(k + ۲)(k + ۱)

با همچنین و a۲ؖ۱ق = ۰ داریم k ͳنامنف و ΀صحی عدد هر برای که شود ͳم نتیجه a۱ = a۳ = ۰ که ͳآنجای از

:k ͳطبیع عدد هر برای که گرفت نتیجه توان ͳم استقرا از استفاده

a۲ؖ = ۱
(۲k)!

نتیجه: در و

y۱(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

x۲ئ

(۲n)! = cosh(x)

۵



رابطه: bئ برای نیز مشابه بطور

bؖ۲ق = bؖ
(k + ۲)(k + ۱)

b۲ؖ = ۰ رابطه k ͳنامنف و ΀صحی عدد هر برای که شود ͳم نتیجه b۱ = ۱ و b۰ = ۰ که ͳآنجای از که شود ͳم حاصل

داریم: استقرا با k ͳنامنف و ΀صحی عدد هر برای و است برقرار

b۲ؖ۱ق = ۱
(۲k + ۱)!

نتیجه: در

y۲(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

x۲۱قئ

(۲n + ۱)! = sinh(x)

در شد. مطرح (الف) قسمت در که باشد آنچه همانند ها جواب اولیه شروط و ها جواب ش΋ل کنید فرض ب) •

داریم: را زیر روابط نتیجه
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۲ −
ǻ

௝
۰׬ئ

k۲aئx۲قئ ≡ ۰

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)bئxئǊ۲ −
ǻ

௝
۰׬ئ

k۲bئx۲قئ ≡ ۰

جمله چپ سمت در تساوی اولین در .b۱ = ۱ و b۰ = ۰ و a۱ = ۰ و a۰ = داشت۱ خواهیم اولیه شروط از استفاده با

نظر در با مشابه بطور .a۲ = a۳ = ۰ نتیجه در .۶a۳ از است عبارت نیز x جمله ضریب و ۲a۲ از است عبارت ثابت

ضریب m ≥ ۲ برای .b۲ = b۳ = ۰ که شود ͳم نتیجه دوم تساوی چپ طرف در x ضریب و ثابت جمله گرفتن

از: شوند ͳم عبارت ترتیب به دوم و اول های تساوی چپ طرف در x؟

(m + ۲)(m + ۱)a۲ق؟ − k۲a؟Ǌ۲

(m + ۲)(m + ۱)b۲ق؟ − k۲b؟Ǌ۲

هستند: برقرار زیر های تساوی m ≥ ۲ برای نتیجه در و

(m + ۲)(m + ۱)a۲ق؟ = k۲a؟Ǌ۲

(m + ۲)(m + ۱)b۲ق؟ = k۲b؟Ǌ۲

کرد: مشاهده aئ, bئ های دنباله مورد در را زیر اطلاعات میتوان پس

a۴ = k۲

۴ × ۳
, a۵, a۶, a۷ = ۰ , a۸ = k۴

۸ × ۷ × ۴ × ۳
, ...

۶



b۴ = ۰ , b۵ = k۲

۵ × ۴
, b۶, b۷, b۸ = ۰ , b۹ = k۴

۹ × ۸ × ۵ × ۴
, ...

هر برای و aڊ = ۰ داریم نباشد ۴ از ͳمضرب که i عدد هر برای که گرفت نتیجه توان ͳم بالا مشاهدات از استفاده با

داریم: m ͳطبیع عدد

a۴؟ = k۲؟

(۴m) × (۴m − ۱) × (۴(m − ۱)) × (۴(m − ۱) − ۱) × ... × ۸ × ۷ × ۴ × ۳

m ͳطبیع عدد هر برای و aڊ = ۰ آنΎاه نباشد ۴j + ۱ بصورت عددی i هرگاه که گرفت نتیجه توان ͳم مشابه بطور

داریم:

b۴۱ق؟ = k۲؟

(۴m + ۱) × (۴m) × (۴(m − ۱) + ۱) × (۴(m − ۱)) × .... × ۹ × ۸ × ۵ × ۴

با: شوند ͳم برابر مذکور معادله از y۱, y۲ های جواب بنابراین

y۱(x) = ۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

k۲ئ

(۴n) × (۴n − ۱) × (۴(n − ۱)) × (۴(n − ۱) − ۱) × ... × ۴ × ۳
x۴ئ

y۲(x) = x +
ǻ

௝
۱׬ئ

k۲ئ

(۴n + ۱) × (۴n) × (۴(n − ۱) + ۱) × (۴(n − ۱)) × ... × ۵ × ۴
x۴۱قئ

زیر روابط به جایΎذاری با پس باشد. (الف) قسمت همانند اولیه شروط و ها جواب ش΋ل کنید فرض هم باز پ) •

رسیم: ͳم

ǻ
௝
۲׬ئ

۲n(n − ۱)aئxئǊ۲ +
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئ −
ǻ

௝
۱׬ئ

naئxئ +
ǻ

௝
۰׬ئ

۴aئxئ ≡ ۰

ǻ
௝
۲׬ئ

۲n(n − ۱)bئxئǊ۲ +
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)bئxئ −
ǻ

௝
۱׬ئ

nbئxئ +
ǻ

௝
۰׬ئ

۴bئxئ ≡ ۰

جمله تساوی اولین چپ سمت در .b۱ = ۱ و b۰ = ۰ و a۱ = ۰ و a۰ = ۱ که شود ͳم نتیجه اولیه شروط از همچنین

چپ سمت در x ضریب .b۲ = ۰ داریم مشابه طور به .a۲ = −۱ نتیجه در و ۴a۲ + ۴a۰ از است عبارت ثابت

برای اکنون .b۳ = − ۱
۴
داریم مشابه طور به .a۳ = ۰ نتیجه در و ۱۲a۳ − a۱ + ۴a۱ از است عبارت اول تساوی

از: عبارتند ترتیب به تساوی دو چپ طرف در xؖ ضریب k ≥ ۲

۲(k + ۲)(k + ۱)aؖ۲ق + k(k − ۱)aؖ − kaؖ + ۴aؖ

۲(k + ۲)(k + ۱)bؖ۲ق + k(k − ۱)bؖ − kbؖ + ۴bؖ

داریم: را زیر روابط k ≥ ۲ برای نتیجه در و

aؖ۲ق = − k۲ − ۲k + ۴
۲(k + ۲)(k + ۱)aؖ

٧



bؖ۲ق = − k۲ − ۲k + ۴
۲(k + ۲)(k + ۱)bؖ

داریم: استقرا از استفاده با k ͳطبیع عدد هر برای و a۲۱ق؟ = ۰ داریم m ͳنامنف و ΀صحی عدد هر برای نتیجه در

a۲ؖ = (−۱)ؖ ۲
ؖ((k − ۱)۲ − (k − ۱) + ۱)((k − ۲)۲ − (k − ۲) + ۱)...((k − k)۲ − (k − k) + ۱)

(۲k)!

داریم: k ͳطبیع عدد هر برای و b۲؟ = ۰ داریم m ͳنامنف و ΀صحی عدد هر برای همچنین

b۲ؖ۱ق = (−۱)ؖ ((۲k − ۱)۲ − ۲(۲k − ۱) + ۴)((۲k − ۳)۲ − ۲(۲k − ۳) + ۴)...(۳)
۲ؖ(۲k + ۱)!

از: عبارتند مذکور معادله برای y۱, y۲ های جواب نتیجه در

y۱(x) = ۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

ئ(۱−) ۲
n))ئ − ۱)۲ − (n − ۱) + ۱)...((n − n)۲ − (n − n) + ۱)

(۲n)! x۲ئ

y۲(x) = x +
ǻ

௝
۱׬ئ

ئ(۱−) ((۲n − ۱)۲ − ۲(۲n − ۱) + ۴)((۲n − ۳)۲ − ۲(۲n − ۳) + ۴)...(۳)
۲n)ئ۲ + ۱)! x۲۱قئ

رسیم: ͳم زیر روابط به جایΎذاری با قبل سوالات مفروضات گرفتن نظر در با ج) •

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۲ −
ǻ

௝
۱׬ئ

naئxئ +
ǻ

௝
۰׬ئ

۲aئxئ ≡ ۰

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)bئxئǊ۲ −
ǻ

௝
۱׬ئ

nbئxئ +
ǻ

௝
۰׬ئ

۲bئxئ ≡ ۰

۲a۲ + ۲a۰ از است عبارت ثابت جمله تساوی اولین راست سمت در .b۱ = ۱ و b۰ = ۰ و a۱ = ۰ و a۰ = ۱ همچنین و

با: است برابر فوق های تساوی چپ طرف در xؖ ضریب k ≥ ۱ برای .b۲ = ۰ مشابه بطور .a۲ = −۱ نتیجه در و

(k + ۲)(k + ۱)aؖ۲ق − kaؖ + ۲aؖ

(k + ۲)(k + ۱)bؖ۲ق − kbؖ + ۲bؖ

داریم: را زیر های تساوی k ≥ ۱ برای پس

aؖ۲ق = k − ۲
(k + ۲)(k + ۱)aؖ

bؖ۲ق = k − ۲
(k + ۲)(k + ۱)bؖ

a۴ = ۰ بوضوح همچنین .bڋ = ۰ داریم j زوج های اندیس برای و aڊ = ۰ داریم i فرد های اندیس برای نتیجه در

نتیجه: در .a۶ = a۸ = .... = ۰ نتیجه در و

y۱(x) = ۱ − x۲

٨



داریم: را زیر اطلاعات نیز ها bڋ برای

b۳ = −۱
۳! , b۵ = −۱

۵! , b۷ = −۳
۷! , ....

نوشت: توان ͳم استقرا از استفاده با نتیجه در و

b۲۱ق؟ = −(۲m − ۳)(۲m − ۵)...(۲m − (۲m − ۱))
(۲m + ۱)!

بنابراین:

y۲(x) = x −
ǻ

௝
۱׬ئ

(۲n − ۳)(۲n − ۵)...(۲n − (۲n − ۱))
(۲n + ۱)! x۲۱قئ

کنید: فرض د) •

y۱(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئ(x − ئ(۱

y۱(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

bئ(x − ئ(۱

داریم: جایΎذاری با باشند. b۱ = ۱ و b۰ = ۰ و a۱ = ۰ و a۰ = ۱ شرایط با مذکور معادله از ͳهای جواب

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئ(x − Ǌ۱ئ(۱ +
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئ(x − Ǌ۲ئ(۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

naئ(x − Ǌ۱ئ(۱

+
ǻ

௝
۰׬ئ

aئ(x − ۱قئ(۱ +
ǻ

௝
۰׬ئ

aئ(x − ئ(۱ ≡ ۰

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)bئ(x − Ǌ۱ئ(۱ +
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)bئ(x − Ǌ۲ئ(۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

nbئ(x − Ǌ۱ئ(۱

+
ǻ

௝
۰׬ئ

bئ(x − ۱قئ(۱ +
ǻ

௝
۰׬ئ

bئ(x − ئ(۱ ≡ ۰

مشابه بطور .a۲ = − ۱
۲
نتیجه در و ۲a۲ + a۱ + a۰ از است عبارت تساوی اولین چپ طرف در ثابت جمله

با: شود ͳم برابر بالا تساوی دو چپ طرف در (x − ۱)ؖ ضریب k ≥ ۱ برای .b۲ = − ۱
۲

k(k + ۱)aؖ۱ق + (k + ۲)(k + ۱)aؖ۲ق + (k + ۱)aؖ۱ق + aؖǊ۱ + aؖ

k(k + ۱)bؖ۱ق + (k + ۲)(k + ۱)bؖ۲ق + (k + ۱)bؖ۱ق + bؖǊ۱ + bؖ

باشد: ͳم برقرار زیر روابط k ≥ ۱ برای نتیجه در

(k + ۲)(k + ۱)aؖ۲ق + (k + ۱)۲aؖ۱ق + aؖ + aؖǊ۱ = ۰

(k + ۲)(k + ۱)bؖ۲ق + (k + ۱)۲bؖ۱ق + bؖ + bؖǊ۱ = ۰
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داریم: مثال عنوان به

a۳ = ۱
۶

, a۴ = − ۱
۱۲

, a۵ = ۱
۱۲

, a۶ = − ۱۳
۱۸۰

, ...

b۳ = ۱
۶

, b۴ = − ۱
۶

, b۵ = ۳
۲۰

, b۶ = − ۱
۸

, ...

با: هستند برابر شده بیان اولیه شروط با مذکور معادله های جواب نتیجه در

y۱(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئ(x − ۱)۲ = ۱ − ۱
۲
(x − ۱)۲ + ۱

۶
(x − ۱)۳ − ۱

۱۲
(x − ۱)۴ + ۱

۱۲
(x − ۱)۵ − ۱۳

۱۸۰
(x − ۱)۶ + ...

y۲(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

bئ(x − ئ(۱ = (x − ۱) − ۱
۲
(x − ۱)۲ + ۱

۶
(x − ۱)۳ − ۱

۶
(x − ۱)۴ + ۳

۲۰
(x − ۱)۵ − ۱

۸
(x − ۱)۶ + ...

آورید. بدست را زیر اولیه مقدار مسئله ͳخصوص جواب ها سری از استفاده با ۴ سوال

(۱ − x)yƕƕ + xyƕ − y = ۰ , y(۰) = −۳ , yƕ(۰) = ۲

جواب: دارای فوق اولیه مقدار مسئله کنید فرض ΁پاس

y(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ

داریم: .a۱ = ۲ و a۰ = −۳ نتیجه در .yƕ(۰) = a۱ و y(۰) = a۰ پس باشد.

yƕ(x) =
ǻ

௝
۱׬ئ

naئxئǊ۱ , yƕƕ(x) =
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۲

آوریم: ͳم بدست جایΎذاری با

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۲ −
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

naئxئ −
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ ≡ ۰

صفر با برابر ها xؖ از هرکدام ضریب که شود تعیین ای گونه به aئ دنباله باید چپ سمت در شده ایجاد سری در اکنون

عدد Έی نمودن تثبیت با ͳکل بطور .a۲ = −۳
۲
نتیجه در و ۳ + ۲a۲ از است عبارت ثابت جمله چپ سمت در باشد.

از: شود ͳم عبارت چپ سمت در xؖ ضریب که شود ͳم دیده k ͳطبیع

(k + ۱)(k + ۲)aؖ۲ق − k(k + ۱)aؖ۱ق + (k − ۱)aؖ

باشد: برقرار زیر رابطه باید نتیجه در و

(k + ۱)(k + ۲)aؖ۲ق − k(k + ۱)aؖ۱ق + (k − ۱)aؖ = ۰
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داشت: خواهیم مثال عنوان به پس

a۰ = −۳ , a۱ = ۲ , a۲ = −۳
۲

, a۳ = − ۱
۲

, a۴ = − ۱
۸

, a۵ = − ۱
۴۰

داریم: n ≥ ۲ برای که گرفت نتیجه میتوان استقرا و بالا اطلاعات از استفاده با

aئ = − ۳
n!

داشت: خواهیم نتیجه در و

y(x) = −۳ + ۲x − ۳
ǻ

௝
۲׬ئ

xئ

n! = −۳ + ۲x − ۳(eټ − ۱ − x) = ۵x − ۳eټ

از: شود ͳم عبارت شده داده اولیه مقدار مسئله جواب پس

y(x) = ۵x − ۳eټ

آورید. بدست را x۰ حول جواب به وابسته سری ͳرایΎهم شعاع زیر مسائل از کدام هر در ۵ سوال

الف) •

yƕƕ + ۴yƕ + ۶xy = ۰ , x۰ = ۰ , x۰ = ۴

ب) •

(۱ + x۳)yƕƕ + ۴xyƕ + y = ۰ , x۰ = ۰ , x۰ = ۲

کنیم: ͳم یادآوری را زیر گزاره سوال این حل برای ΁پاس

معادله: ͳمعمول نقطه Έی x۰ کنید فرض

P(x)yƕƕ + Q(x)yƕ + R(x)y = ۰

را مذکور معادله از جواب هر صورت این در باشند. ͳتحلیل x۰ در p, q کنید فرض .q = R
P و p = Q

P دهید قرار و باشد

فرض و بوده r با برابر جواب Έی ͳرایΎهم شعاع کنید فرض بعلاوه نوشت. ͳتوان سری Έی بصورت �x۰ حول توان ͳم

را زیر رابطه اینصورت در باشد. rع, rن با برابر ترتیب به x۰ حول p, q به مربوط ͳتوان های سری ͳرایΎهم شعاع کنید

داریم:

r ≥ min{rع, rن}

پردازیم. ͳم سوالات حل به اکنون
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معادله: ͳمعمول نقاط دو هر x۰ = ۴ و x۰ = ۰ نقاط (الف) •

yƕƕ + ۴yƕ + ۶xy = ۰

اند. شده تعریف x مقادیر همه برای و ͳتحلیل بوضوح که q = ۶x و p = ۴ داریم معادله این برای بعلاوه هستند.

جواب هر نتیجه در .r = ∞ که شود ͳم نتیجه کردیم یادآوری که ای گزاره بنابر و rع = rن = ∞ داریم پس

نوشت ͳتوان سری بصورت دیΎر) دلخواه نقطه هر حول (یا x۰ = ۴ و x۰ = ۰ نقاط حول میتوان را مذکور معادله

باشد. ͳم همΎرا x مقادیر تمام برای ͳتوان سری این که

معادله: ͳمعمول نقاط دو هر x۰ = ۲ و x۰ = ۰ نقاط ب) •

(۱ + x۳)yƕƕ + ۴xyƕ + y = ۰

ͳتوان های سری می΋نیم. ͳبررس را ها جواب x۰ = ۰ نقطه حول ابتدا .q = ۱
۱ + x۳ و p = ۴x

۱ + x۳ و باشند ͳم

می΋نیم: حساب x۰ = ۰ حول را p, q

q = ۱
۱ + x۳ =

ǻ
௝
۰׬ئ

ئx۳ئ(۱−)

همΎراست x ∈ (−۱, ۱) ازای به فوق سری که میΎیریم نتیجه باشد ͳم ͳهندس یΈسری فوق سری که ͳآنجای از که

همچنین: .rن = ۱ نتیجه در و

p = ۴x
۱ + x۳ =

ǻ
௝
۰׬ئ

۱قئx۳ئ(۱−)۴

نتیجه شده بیان گزاره طبق پس .rع = ۱ نتیجه در و همΎراست x ∈ (−۱, ۱) ازای به نیز اخیر سری نتیجه در و

نوشته x۰ = ۰ نقطه حول ͳتوان سری بصورت که مذکور دیفرانسیل معادله جواب هر نتیجه در و r ≥ ۱ که میشود

ͳم حداقل ͳول باشد نیز بزرگتر ͳرایΎهم بازه که است مم΋ن (البته باشد ͳم همΎرا x ∈ (−۱, ۱) ازای به باشد شده

باشد). ͳم همΎرا سری شده ذکر بازه در که دانیم

داریم: z = x − ۲ دادن قرار با ابتدا می΋نیم. ͳبررس را p, q ͳتوان های سری x۰ = ۲ نقطه در اکنون

q = ۱
۱ + x۳ = ۱

۱ + (x − ۲ + ۲)۳ = ۱
۹ + ۱۲(x − ۲) + ۶(x − ۲)۲ + (x − ۲)۳ = ۱

۹ + ۱۲z + ۶z۲ + z۳

نتیجه: در

q = ۱
(z + ۳)(z۲ + ۳z + ۳) = ۱

۳
۱

z + ۳
− ۱

۳
z

z۲ + ۳z + ۳

اما:

۱
z + ۳

= ۱
۳

ǻ
௝
۰׬ئ

)ئ(۱−) z
۳

ئ(
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دوم: درجه معادله های ریشه همچنین باشد. ͳم همΎرا |z| < ۳ که ͳهای z ازای به فوق سری و

z۲ + ۳z + ۳ = ۰

و: |α| = |ᾱ| =
√
۳ نتیجه در .α, ᾱ = −۳ ±

√
۳i

۲
از عبارتند

z
z۲ + ۳z + ۳

= z
(z − α)(z − ᾱ) = z

α − ᾱ( ۱
z − α − ۱

z − ᾱ)

داریم: اما

۱
z − α = − ۱

α
ǻ

௝
۰׬ئ

( z
α)ئ

۱
z − ᾱ = − ۱

ᾱ
ǻ

௝
۰׬ئ

( z
ᾱ)ئ

|z| < |α| =
√
۳ ازای به بالا سری دو هر که شود ͳم نتیجه هستند ͳهندس های سری فوق سری دو که ͳآنجای از و

این بطوری΋ه نوشت صفر نقطه حول ͳتوان سری Έی بصورت توان ͳم را z
z۲ + ۳z + ۳

آن΋ه نتیجه هستند. همΎرا

نتیجه: در باشد. ͳم همΎرا |z| <
√
۳ که ͳهای z ازای به ͳتوان سری

۱
۹ + ۱۲z + ۶z۲ + z۳

باشد. ͳم همΎرا |z| < min{۳,
√
۳} =

√
۳ ازای به ͳتوان سری این که باشد ͳم صفر حول ͳتوان سری دارای

همΎرا |x − ۲| <
√
۳ که ͳهای x ازای به ͳتوان سری این که باشد ͳم ͳتوان سری دارای x۰ = ۲ حول q بنابراین

پس باشد. ͳم همΎرا |x − ۲| <
√
۳ که ͳهای x ازای به x۰ = ۲ حول p ͳتوان سری مشابه بطور باشد. ͳم

x۰ = ۲ نقطه حول میتوان را مذکور معادله جواب هر پس .r ≥
√
۳ داریم شده بیان گزاره بنابر و rع = rن =

√
۳

ͳم همΎرا ۲ −
√
۳ < x < ۲ +

√
۳ مقادیر برای سری این که هستیم مطمئن و نوشت ͳتوان سری Έی بصورت

باشد.

دیفرانسیل: معادله برای ۶ سوال

(۱ − x۲)yƕƕ − ۲xyƕ + α(α + ۱)y = ۰

این آنΎاه باشد n مانند ΀صحی عددی α اگر دهید نشان سپس بیابید. ͳخط مستقل جواب دو است ثابت عددی α که

بود. خواهد n درجه از ای جمله چند Έی بصورت ͳجواب دارای دیفرانسیل معادله

کنید: فرض بنویسیم. x = ۰ نقطه حول سری بصورت را ها جواب خواهیم ͳم که کنید فرض ΁پاس

y۱(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ
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کنید: فرض همچنین و کند صدق y۱(۰) = ۱, yƕ
۱(۰) = ۰ اولیه شرط در که باشد ͳجواب

y۲(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

bئxئ

بوضوح اولیه شروط از آوریم. ͳم بدست را aئ دنباله ابتدا کند. صدق y۲(۰) = ۰, yƕ
۲(۰) = ۱ اولیه شرط در که باشد ͳجواب

همچنین: .a۱ = ۰ و a۰ = ۱ که پیداست

yƕ
۱(x) =

ǻ
௝
۱׬ئ

naئxئǊ۱ , yƕƕ
۱ (x) =

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۲

شود: ͳم حاصل زیر رابطه جایΎذاری با و

ǻ
௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئǊ۲ −
ǻ

௝
۲׬ئ

n(n − ۱)aئxئ −
ǻ

௝
۱׬ئ

۲naئxئ +
ǻ

௝
۰׬ئ

α(α + ۱)aئxئ ≡ ۰

عدد ازای به .a۲ = −α(α + ۱)
۲

داریم این بنابر و ۲a۲ + α(α + ۱) با شود ͳم برابر چپ سمت سری در ثابت جمله

از: است عبارت چپ سمت سری در xؖ ضریب k ≥ ۲ ͳطبیع

(k + ۲)(k + ۱)aؖ۲ق − k(k − ۱)aؖ − ۲kaؖ + α(α + ۱)aؖ

باشد: برقرار k ≥ ۲ هر برای زیر رابطه باید نتیجه در و

(k + ۲)(k + ۱)aؖ۲ق = (k + α + ۱)(k − α)aؖ

ͳم نتیجه استقرا از استفاده با m ͳطبیع عدد هر برای همچنین .a۲ؖ۱ق = ۰ داریم k ͳنامنف و ΀صحی عدد هر برای پس

شود:

a۲؟ = (α + ۱)(α + ۳)...(α + ۲m − ۱)(−α)(۲ − α)...(۲m − ۲ − α)
(۲m)!

رابطه: bئ دنباله برای مشابه بطور

(k + ۲)(k + ۱)bؖ۲ق = (k + α + ۱)(k − α)bؖ

و b۲ؖ = ۰ داریم k ͳنامنف ΀صحی عدد هر برای که شود ͳم نتیجه b۱ = ۱ و b۰ = ۰ این΋ه به توجه با که شود ͳم حاصل

داریم: s ͳطبیع عدد هر برای

b۲٘۱ق = (α + ۲)(α + ۴)...(α + ۲s)(۱ − α)(۳ − α)...(۲s − ۱ − α)
(۲s + ۱)!

شوند: ͳم حاصل زیر روابط طریق از y۱, y۲ های جواب پس

y۱(x) = ۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

(α + ۱)(α + ۳)...(α + ۲n − ۱)(−α)(۲ − α)...(۲n − ۲ − α)
(۲n)! x۲ئ

١۴



y۲(x) = x +
ǻ

௝
۱׬ئ

(α + ۲)(α + ۴)...(α + ۲n)(۱ − α)(۳ − α)...(۲n − ۱ − α)
(۲n + ۱)! x۲۱قئ

رونس΋ین دارای یا باشند ͳم صفر جا همه رونس΋ین دارای یا دو مرتبه ͳخط دیفرانسیل یΈمعادله از جواب دو که دانیم ͳم

داریم: y۱, y۲ های جواب این برای اما صفر. جا Ϳهی

y۱(۰)y
ƕ
۲(۰) − y۲(۰)y

ƕ
۱(۰) = ۱

جواب از ͳاساس دستΎاه Έی بنابراین و بوده ͳخط مستقل y۱, y۲ نتیجه در و شود ͳنم صفر جا Ϳهی y۱, y۲ رونس΋ین پس

: که است مشخص بوضوح aئ فرمول طبق آنΎاه باشد زوج عددی α = ۲j اگر دهند. ͳم تش΋یل مذکور معادله های

a۲۲قڋ = a۲۴قڋ = a۲۶قڋ = ... = ۰

bئ فرمول از استفاده با نیز باشد فرد عددی α = ۲j + ۱ اگر گردد. ͳم ۲j درجه از ای جمله چند Έی y۱ نتیجه در و

داریم:

b۲۳قڋ = b۲۵قڋ = b۲۷قڋ = ... = ۰

با نباشد ΀صحی عددی α که ͳحالت در باشد. ͳم ۲j + ۱ درجه از ای جمله چند Έی y۲ که شود ͳم نتیجه حالت این در و

احتمالا شاید (و x ∈ (−۱, ۱) ازای به y۱, y۲ سری دو که گرفت نتیجه توان ͳم نسبت آزمون از استفاده با آسان ای محاسبه

١ با شود ͳم برابر ها جواب ͳرایΎهم شعاع حالت این در و باشند ͳم همΎرا (x = ±۱ نقاط ازای به

روش از استفاده با را ͳعموم جواب نقطه این حول در سپس است منظم منفرد نقطه Έی مبدا دهید نشان زیر مسائل در ٧ سوال

آورید. بدست ها سری

الف) •

۳x۲yƕƕ − xyƕ + y = ۰

ب) •

۲x۲yƕƕ + ۷x(x + ۱)yƕ − ۳y = ۰

ج) •

x۲yƕƕ + (x۲ − ۲x)yƕ + ۲y = ۰

د) •

x۲yƕƕ + (x۲ + ۲x)xyƕ − ۲xy = ۰

١۵



ش΋ل: به دوم مرتبه معادلات در که می΋نیم یادآوری ΁پاس

P(x)yƕƕ + Q(x)yƕ + R(x)y = ۰

باشند: ͳمتناه و موجود زیر حد دو هر هرگاه نامیم ͳم منظم را نقطه این .P(x۰) = ۰ هرگاه نامیم ͳم منفرد را x۰ نقطه

lim
۰ټǫټ

(x − x۰)
Q(x)
P(x) , lim

۰ټǫټ
(x − x۰)۲

R(x)
P(x)

بصورت معادله جواب آوردن بدست برای آنΎاه باشد. منظم منفرد نقطه Έی x۰ = ۰ نقطه شده داده معادله در کنید فرض

باشد: زیر بصورت جواب می΋نیم فرض صفر نقطه حول سری

y(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxّئق

بیابیم را aئ دنباله و r می΋نیم ͳسع مذکور دیفرانسیل معادله در جایΎذاری با است. ثابت و ͳحقیق عددی r آن در که

دهند ͳم رخ فرآیند این در که ͳمهم های حالت انجامد). ͳم مشخصه معادله های ریشه یافتن به r یافتن فرآیند واق΄ (در

دو اختلاف یا باشد داشته ت΋راری ریشه مشخصه معادله یا باشند ͳحقیق غیر و مختلط مشخصه معادله های ریشه (تمام

گیرند. ͳم قرار ͳبررس مورد مسائل حل در باشد) ΀صحی عدد Έی در مشخصه معادله ریشه

ت΋ین نقطه Έی x۰ = ۰ نقطه نتیجه در .R(x) = ۱ و Q(x) = −x و P(x) = ۳x۲ داریم معادله این در الف) •

که: ͳآنجای از و بوده معادله

lim
ǫ۰ټ

x−x
۳x۲ = lim

ǫ۰ټ

−x۲

۳x۲ = − ۱
۳

lim
ǫ۰ټ

x۲ ۱
۳x۲ = ۱

۳

باشد. ͳم مذکور معادله منظم منفرد نقطه Έی x۰ = ۰ که شود ͳم نتیجه

بصورت: معادله این جواب کنید فرض

y(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxّئق

داشت: خواهیم جایΎذاری با باشد. شده نوشته

ǻ
௝
۰׬ئ

۳(r + n)(r + n − ۱)aئxّئق −
ǻ

௝
۰׬ئ

(r + n)aئxّئق +
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxّئق ≡ ۰

از: شود ͳم عبارت xّ ضریب n = ۰ ازای به

۳r(r − ۱)a۰ − ra۰ + a۰

١۶



باشیم: داشته باید نتیجه در و

a۰(۳r۲ − ۴r + ۱) = ۰ ⇒ ۳r۲ − ۴r + ۱ = ۰

هستند متمایز و ͳحقیق مشخصه معادله های ریشه پس .r۲ = ۱
۳
و r۱ = ۱ از عبارتند بالا مشخصه معادله های ریشه

جواب فرم نتیجه در شود. ͳنم ΀صحی عددی ریشه دو اختلاف که میΎیریم نتیجه r۱ − r۲ = ۲
۳
که ͳآنجای از و

ش΋ل: به صفر نقطه مجاورت در سری بصورت ͳاساس های

y۱(x) = |x|
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ

y۲(x) = |x|۱റ۳
ǻ

௝
۰׬ئ

bئxئ

رسیم: ͳم زیر اتحاد به معادله در y۱ جایΎذاری با بود. خواهند

ǻ
௝
۱׬ئ

۳n(n + ۱)aئx۱قئ −
ǻ

௝
۰׬ئ

(n + ۱)aئx۱قئ +
ǻ

௝
۰׬ئ

aئx۱قئ ≡ ۰

از: است عبارت فوق رابطه چپ سمت در xؖ ضریب k ≥ ۲ ازای به

۳k(k − ۱)aؖǊ۱ − kaؖǊ۱ + aؖǊ۱

نتیجه: در و

(۳k۲ − ۴k + ۱)aؖǊ۱ = ۰

نتیجه: در و a؟ = ۰ داریم m ≥ ۱ برای که گیریم ͳم نتیجه ۳k۲ − ۴k + ۱ ≠ ۰ داریم k ≥ ۲ برای که ͳآنجای از و

y۱(x) = a۰x

آوریم: ͳم بدست معادله در y۲ جایΎذاری با مشابه طریق به

y۲(x) = b۰x۱റ۳

از: شود ͳم عبارت مذکور معادله ͳعموم جواب نتیجه در

y(x) = c۱|x| + c۲|x|۱റ۳

ͳم زیر بصورت آن ͳکل فرم که باشد ͳم اویلر ͳکش معادله از ͳحالت کردیم ͳبررس را آن سوال این در که ای معادله

باشد:

αx۲yƕƕ + βxyƕ + γy = ۰

١٧



باشد ͳم دوم درجه معادله Έی که زیر مشخصه معادله ͳمعادلات چنین به .α ≠ ۰ و هستند ثابت اعدادی α, β, γ که

شود: ͳم داده نسبت

αr(r − ۱) + βr + γ = ۰

داریم: را زیر حالت سه اویلر ͳکش معادله های جواب بندی رده برای اکنون

اویلر ͳکش معادله های جواب ͳکل صورت آنΎاه r۱, r۲ مثلا باشند متمایز و ͳحقیق مشخصه معادله های ریشه اگر

بصورت:

y(x) = c۱|x|ّ۱ + c۲|x|ّ۲

باشد. ͳم

بصورت: ها جواب ͳکل صورت آنΎاه باشد داشته r مانند (ͳحقیق) ت΋راری ریشه Έی مشخصه معادله گاه هر

y(x) = c۱|x|ّ + c۲|x|ّ ln |x|

باشد. ͳم

عبارت ها جواب ͳکل صورت آنΎاه باشند مشخصه معادله (ͳحقیق محض(غیر مختلط های ریشه r = λ + δi اگر

از: است

y(x) = c۱|x|໤ cos(δ ln |x|) + c۲|x|໤ sin(δ ln |x|)

نقطه Έی x۰ = ۰ نقطه نتیجه در و R(x) = −۳ و Q(x) = ۷x(x + ۱) و P(x) = ۲x۲ داریم معادله این در ب) •

که: ͳآنجای از و است معادله منفرد

lim
ǫ۰ټ

x۷x(x + ۱)
۲x۲ = ۷

۲

lim
ǫ۰ټ

x۲−۳
۲x۲ = −۳

۲

باشد. ͳم منظم منفرد نقطه Έی x۰ = ۰ نقطه که شود ͳم نتیجه

ش΋ل: به صفر نقطه حول سری بصورت معادله جواب کنید فرض

y(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxّئق

داریم: جایΎذاری با باشد.

ǻ
௝
۰׬ئ

۲(r + n)(r + n − ۱)aئxّئق +
ǻ

௝
۰׬ئ

۷(r + n)aئxّ۱قئق +
ǻ

௝
۰׬ئ

۷(r + n)aئxّئق −
ǻ

௝
۰׬ئ

۳aئxّئق ≡ ۰

١٨



باشیم: داشته باید نتیجه در و ۲r(r − ۱)a۰ + ۷ra۰ − ۳a۰ با شود ͳم برابر فوق عبارت در xّ ضریب اکنون

(۲r۲ + ۵r − ۳)a۰ = ۰ ⇒ ۲r۲ + ۵r − ۳ = ۰

متمایز و ͳحقیق ریشه دو مشخصه معادله نتیجه در و r۲ = ۱
۲
و r۱ = −۳ از عبارتند بالا مشخصه معادله های ریشه

حول سری بصورت مذکور معادله ͳاساس های جواب فرم نتیجه در باشد. ͳنم ΀صحی عددی آنها اختلاف و دارد

باشند: ͳم زیر بصورت صفر نقطه

y۱(x) = |x|Ǌ۳
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ

y۲(x) = |x|۱റ۲
ǻ

௝
۰׬ئ

bئxئ

داریم: معادله در y۱ جایΎذاری با اکنون

ǻ
௝
۰׬ئ

۲(n − ۳)(n − ۴)aئxئǊ۳ +
ǻ

௝
۰׬ئ

۷(n − ۳)aئxئǊ۲ +
ǻ

௝
۰׬ئ

۷(n − ۳)aئxئǊ۳ −
ǻ

௝
۰׬ئ

۳aئxئǊ۳ ≡ ۰

از: است عبارت فوق رابطه چپ سمت در xؖ ضریب k ≥ −۲ برای

۲k(k − ۱)aؖ۳ق + ۷(k − ۱)aؖ۲ق + ۷kaؖ۳ق − ۳aؖ۳ق

نتیجه: در و

(k + ۳)(۲k − ۱)aؖ۳ق + ۷(k − ۱)aؖ۲ق = ۰

داریم: k ≥ −۲ برای پس

aؖ۳ق = − ۷(k − ۱)
(k + ۳)(۲k − ۱)aؖ۲ق

داریم: k ≥ ۱ برای که شود ͳم نتیجه اندیس تغییر Έی با و

aؖ = − ۷(k − ۴)
k(۲k − ۷)aؖǊ۱

آوریم: ͳم بدست k ≥ ۱ ͳطبیع عدد هر برای استقرا ز استفاده با و

aؖ = (−۱)ؖ ۷ؖ(k − ۴)(k − ۵)...(k − (k + ۳))
k! (۲k − ۷)(۲k − ۹)...(۲k − (۲k + ۵))a۰

گیریم: ͳم نتیجه a۰ = ۱ دادن قرار با

y۱(x) = |x|Ǌ۳(۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

ئ(۱−) n)ئ۷ − ۴)(n − ۵)...(n − (n + ۳))
n! (۲n − ۷)(۲n − ۹)...(۲n − (۲n + ۵))xئ)

١٩



آوریم: ͳم بدست می΋نیم. جایΎذاری معادله در را y۲ اکنون

ǻ
௝
۰׬ئ

۲(n + ۱
۲
)(n − ۱

۲
)bئx۱قئറ۲ +

ǻ
௝
۰׬ئ

۷(n + ۱
۲
)bئx۳قئറ۲ +

ǻ
௝
۰׬ئ

۷(n + ۱
۲
)bئx۱قئറ۲ −

ǻ
௝
۰׬ئ

۳bئx۱قئറ۲ ≡ ۰

با: است برابر فوق عبارت در xؖ۱قറ۲ ضریب k ≥ ۱ ازای به

۲(k + ۱
۲
)(k − ۱

۲
)bؖ + ۷(k − ۱

۲
)bؖǊ۱ + ۷(k + ۱

۲
)bؖ − ۳bؖ

داریم: k ≥ ۱ برای نتیجه در

bؖ = −
۷(k − ۱

۲
)

k(۲k + ۷)bؖǊ۱

آوریم: ͳم بدست k ≥ ۱ برای استقرا از استفاده با نتیجه در و

bؖ = (−۱)ؖ
۷ؖ(k − ۱

۲
)(k − ۳

۲
)...(k − (k − ۱

۲
))

k! (۲k + ۷)(۲k + ۵)...(۲k + (۹ − ۲k))b۰

آوریم: ͳم بدست b۰ = ۱ دادن قرار به نهایت در و

y۲(x) = |x|۱റ۲(۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

(−۱)ؖ
n)ئ۷ − ۱

۲
)(n − ۳

۲
)...(n − (n − ۱

۲
))

n! (۲n + ۷)(۲n + ۵)...(۲n + (۹ − ۲n))xئ)

از: است عبارت صفر نقطه حول سری بصورت مذکور معادله جواب ͳکل فرم و

y(x) = c۱y۱(x) + c۲y۲(x)

منفرد نقطه Έی x۰ = ۰ نقطه نتیجه در و R(x) = ۲ و Q(x) = x۲ − ۲x و P(x) = x۲ داریم معادله این در ج) •

که: ͳآنجای از و است معادله

lim
ǫ۰ټ

xx۲ − ۲x
x۲ = −۲

lim
ǫ۰ټ

x۲ ۲
x۲ = ۲

باشد. ͳم معادله منظم منفرد نقطه x۰ = ۰ که شود ͳم نتیجه

فرم: به صفر نقطه حول سری صورت به معادله این های جواب صورت کنید فرض

y(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxّئق

آوریم: ͳم بدست جایΎذاری با باشد.

ǻ
௝
۰׬ئ

(r + n)(r + n − ۱)aئxّئق +
ǻ

௝
۰׬ئ

(r + n)aئxّ۱قئق −
ǻ

௝
۰׬ئ

۲(r + n)aئxّئق +
ǻ

௝
۰׬ئ

۲aئxّئق ≡ ۰

٢٠



نتیجه: در .r(r − ۱)a۰ − ۲ra۰ + ۲a۰ با شود ͳم برابر xّ ضریب فوق اتحاد چپ سمت عبارت در اکنون

(r۲ − ۳r + ۲)a۰ = ۰ ⇒ r۲ − ۳r + ۲ = ۰

و ͳحقیق های ریشه دارای مشخصه معادله نتیجه در .r۱ = ۲ و r۲ = ۱ از عبارتند بالا مشخصه معادله های ریشه

به که است آن دهیم ͳم انجام که کاری حالت این در باشد. ͳم ΀صحی عددی آنها اختلاف ͳول باشند ͳم متمایز

فرم: به ͳجواب نامیم ͳم r۱ را آن مثلا که مشخصه معادله بزرگتر ریشه ازای

y۱(x) = |x|ّ۱
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxئ

ها aئ به اگر a۰)و = ۱ که کرد فرض توان ͳم نیست ما نظر مد ͳجواب چنین ͳکل فرم این΋ه برای (و کنیم ͳم پیدا

دوم جواب آنΎاه بنامیم r۲ را مشخصه معادله کوچ΋تر ریشه اگر و aئ = aئ(r) ͳیعن کنیم نΎاه r از ͳتوابع دید به

رابطه: طریق از

y۲(x) = ay۱(x) ln |x| + |x|ّ۲(۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

cئxئ)

:r۱ − r۲ = N این΋ه فرض با آن در که آید ͳم بدست

a = lim
ّǫّ۲

(r − r۲)aإ(r)

cئ = d
dr((r − r۲)aئ(r))|ّ۲ّ׬

ͳآنجای از همچنین .N = ۱ نتیجه در و N = ۲ − ۱ = ۱ داریم سوال این پردازیم.در ͳم سوال حل ادامه به اکنون

از پس که ای رابطه در کنیم. ͳنم کار r۱, r۲ خود با فعلا کنیم مطالعه را r به aئ ͳΎوابست نحوه میخواهیم که

با: شود ͳم برابر رابطه آن چپ سمت در xّؖق ضریب k ≥ ۱ ازای به نمودیم حاصل معادله در جواب جایΎذاری

(r + k)(r + k − ۱)aؖ + (r + k − ۱)aؖǊ۱ − ۲(r + k)aؖ + ۲aؖ

باشیم: داشته باید k ≥ ۱ برای نتیجه در و

(r + k − ۱)(r + k − ۲)aؖ + (r + k − ۱)aؖǊ۱ = ۰

داریم: r = ۲ برای خاص حالت Έی عنوان با

aؖ = − ۱
kaؖǊ۱

٢١



نتیجه: در و

aؖ = (−۱)ؖ

k! a۰

داریم: را y۱ ͳیعن جواب اولین a۰ = ۱ دادن قرار با

y۱(x) = x۲(۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

(−x)ئ

n! ) = x۲eǊټ

از: است عبارت ها جواب از ͳ΋ی پس

y۱(x) = x۲eǊټ

داریم: k ≥ ۱ برای میΎردیم. بر است) درگیر r متغیر آن در (که آمده بدست ͳبازگشت معادله ͳکل فرم به اکنون

aؖ = − ۱
r + k − ۲

aؖǊ۱

: داریم k ≥ ۱ برای نتیجه در و

aئ(r) = ئ(۱−)

(r + n − ۲)(r + n − ۳)...(r − ۱)

نتیجه: در و a۱(r) = − ۱
r − ۱

که بخصوص

a = lim
ّǫ۱

−r − ۱
r − ۱

= −۱

داریم: همچنین .a = −۱ پس

(r − ۱)aئ(r) = r)ئ(۱−) − ۱)
(r + n − ۲)(r + n − ۳)...(r − ۱) = ئ(۱−)

(r + n − ۲)(r + n − ۳)...(r − ۲)

داریم: k = ۱ برای نامیم. ͳم uئ را r = ۱ ازای به (r − ۱)aئ(r) عبارت مقدار

a۱ = − ۱
r − ۱

a۰ = −۱
r − ۱

⇒ (r − ۱)a۱ = −۱

داریم: k ≥ ۲ برای .c۱ = ۰ نتیجه در و

(r − ۱)aؖ = − ۱
r + k − ۲

(r − ۱)aؖǊ۱

آوریم: ͳم بدست r = ۱ در طرف دو مشتق محاسبه با نتیجه در و

cؖ = ۱
(k − ۱)۲uؖǊ۱ − ۱

k − ۱
cؖǊ۱

٢٢



داریم: مثال عنوان به آورد. بدست را cئ دنباله توان ͳم بالا ͳبازگشت رابطه از استفاده با

c۱ = ۰ , c۲ = −۱ , c۳ = ۳
۴

, c۴ = − ۱۱
۳۶

از: شود ͳم عبارت دوم جواب نتیجه در و

y۲(x) = −x۲eǊټ ln |x| + |x|(۱ +
ǻ

௝
۲׬ئ

cئxئ)

منفرد نقطه x۰ = ۰ نقطه نتیجه در و R(x) = −۲x و Q(x) = (x۲ + ۲x)x و P(x) = x۲ داریم معادله این در د) •

که: ͳآنجای از و است معادله این

lim
ǫ۰ټ

x(x۲ + ۲x)x
x۲ = ۰

lim
ǫ۰ټ

x۲−۲x
x۲ = ۰

باشد. ͳم معادله این منظم منفرد نقطه x۰ = ۰ نقطه که شود ͳم نتیجه

باشند: زیر بصورت صفر نقطه حول سری بصورت معادله این های جواب کنید فرض

y(x) =
ǻ

௝
۰׬ئ

aئxّئق

آوریم: ͳم بدست جایΎذاری با

ǻ
௝
۰׬ئ

(r + n)(r + n − ۱)aئxّئق +
ǻ

௝
۰׬ئ

(r + n)aئxّ۲قئق +
ǻ

௝
۰׬ئ

۲(r + n)aئxّ۱قئق −
ǻ

௝
۰׬ئ

۲aئxّ۱قئق ≡ ۰

شوند ͳم برابر مشخصه معادله های ریشه نتیجه در و r(r − ۱)a۰ با شود ͳم برابر چپ سمت عبارت در xّ ضریب

اختلاف و هستند متمایز و ͳحقیق مشخصه معادله های ریشه قبل سوال مانند هم حالت این در .r۱ = ۱ و r۲ = ۰ با

از: است عبارت چپ سمت عبارت در xّ۱ق ضریب و N = ۱ داریم باشد. ͳم ΀صحی عددی در آنها

r(r + ۱)a۱ + ۲ra۰ − ۲a۰

باشیم: داشته باید a۰ = ۱ که ͳآنجای از همچنین

r(r + ۱)a۱ = −(۲r − ۲)

نتیجه: در و

a۱(r) = − ۲r − ۲
r(r + ۱)

٢٣



با: شود ͳم برابر xّؖق ضریب k ≥ ۲ برای همچنین

(r + k)(r + k − ۱)aؖ + (r + k − ۲)aؖǊ۲ + ۲(r + k − ۱)aؖǊ۱ − ۲aؖǊ۱

داریم: k ≥ ۲ برای نتیجه در و

(r + k)(r + k − ۱)aؖ + (r + k − ۲)aؖǊ۲ + ۲(r + k − ۱)aؖǊ۱ − ۲aؖǊ۱ = ۰

داریم: k ≥ ۲ برای و a۱ = ۰ که شود ͳم دیده r = ۱ دادن قرار با

k(k + ۱)aؖ + (k − ۱)aؖǊ۲ + (۲k − ۲)aؖǊ۱ = ۰

داریم: مثال عنوان به

a۰ = ۱ , a۱ = ۰ , a۲ = − ۱
۶

, a۳ = − ۱
۱۸

, a۴ = ۱
۲۴

, a۵ = − ۱
۲۷۰

از: شود ͳم عبارت معادله جواب اولین بنابراین

y۱(x) = |x|(۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

aئxئ) = |x|(۱ − ۱
۶

x۲ − ۱
۱۸

x۳ + ۱
۲۴

x۴ − ۱
۲۷۰

x۵ + ...)

همچنین:

ra۱(r) = −۲r − ۲
r + ۱

:(k ≥ ۲ (برای داریم r در است شده نوشته بالا در که ͳبازگشت معادله طرفین ضرب با همچنین .a = ۲ نتیجه در و

(r + k)(r + k − ۱)(raؖ(r)) + (r + k − ۲)(raؖǊ۲(r)) + ۲(r + k − ۲)(raؖǊ۱(r)) = ۰

در raؖ(r) مقدار نمایانΎر uؖ اگر می΋نیم. محاسبه صفر در را آن مقدار و گرفته مشتق بالا معادله طرفین از اکنون

:(k ≥ ۲ (برای داریم باشد صفر

(k − ۱)uؖ + kuؖ + k(k − ۱)cؖ + uؖǊ۲ + (k − ۲)cؖǊ۲ + ۲uؖǊ۱ + ۲(k − ۲)cؖǊ۱ = ۰

نتیجه: در و

(۲k − ۱)uؖ + ۲uؖǊ۱ + uؖǊ۲ + k(k − ۱)cؖ + ۲(k − ۲)cؖǊ۱ + (k − ۲)cؖǊ۲ = ۰

uؖ = ۰ رابطه k ≥ ۲ هر برای که کرد ͳبررس توان ͳم استقرا از استفاده با و u۲ = ۰ و u۰ = ۰ و u۱ = ۲ داریم اما

است. برقرار

شود: ͳم داده زیر رابطه توسط نیز دوم جواب پس .c۱ = −۴ و c۰ = ۱ داریم همچنین

y۲(x) = ۲y۱(x) ln |x| + (۱ +
ǻ

௝
۱׬ئ

cئxئ)
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