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دیفرانسیل معادلات درس

٩٨ اسفند

ͳتعال بسمه

دیفرانسیل معادله شود. ͳم داده قرار فارنهایت درجه ۰ ثابت دمای با ͳاتاق در فارنهایت درجه ۱۰۰ دمای با فلزی میله Έی ١ سوال

نیوتن) تبرید (قانون باشد محیط و میله دمای اختلاف با متناسب دما تغییرات که ͳصورت در را فلزی میله دمای به مربوط

بزنید. حدس را آمده بدست دیفرانسیل معادله ͳکل جواب کنید ͳسع آورید. دست به

کاهش فارنهایت درجه ۲۵ به میله دمای که کنید پیدا را ای لحظه برسد فارنهایت درجه ۵۰ به میله دمای دقیقه ۲۰ از بعد اگر

یابد. ͳم

حسب بر نیز 𝑡 و شود ͳم سنجیده فارنهایت واحد حسب بر که باشد 𝑡 لحظه در میله دمای کننده مشخص 𝑇 (𝑡) کنید فرض ΁پاس

در 𝑇 که بیابیم ͳدیفرانسیل معادله باید مسئله خواسته بر بنا .𝑇 (۰) = ۱۰۰ داریم مسئله فرض بر بنا شود. ͳم سنجیده دقیقه

ثابت عدد که شود ͳم نتیجه است محیط و میله دمای اختلاف با متناسب میله دمای تغییرات که آنجایی از کند. صدق آن

داریم: 𝑡 زمان هر برای که ͳقسم به دارد وجود 𝐾

𝑑
𝑑𝑡𝑇 (𝑡) = 𝐾(۰ − 𝑇 (𝑡)) = −𝐾𝑇 (𝑡)

𝐶 آن در که 𝑇 (𝑡) = 𝐶𝑒−𝐾𝑡 دهیم قرار اگر کند. ͳم صدق 𝑇 ′(𝑡) = −𝐾𝑇 (𝑡) دیفرانسیل معادله در 𝑇 نتیجه در و

داریم: آنگاه است دلخواه عدد Έی

𝑇 ′(𝑡) = −𝐶𝐾𝑒−𝐾𝑡 = −𝐾(𝐶𝑒−𝐾𝑡) = −𝐾𝑇 (𝑡)

باشند. ͳم آمده بدست معادله های جواب 𝑇 (𝑡) = 𝐶𝑒−𝐾𝑡 خانواده نتیجه در و

𝑇 (𝑡) = رابطه طبق میله دمای پس .𝐶 = ۱۰۰ نتیجه در و ۱۰۰ = 𝑇 (۰) = 𝐶𝑒−𝐾(۰) داریم مسئله فرض بر بنا اکنون

دهد: ͳم نتیجه که 𝑇 (۲۰) = ۵۰ داریم مسئله فرض طبق دیΎر ͳطرف از کند. ͳم تغییر 𝑡 دقیقه در ۱۰۰𝑒−𝐾𝑡

۵۰ = 𝑇 (۲۰) = ۱۰۰𝑒−۲۰𝐾 ⇒ 𝑒−۲۰𝐾 = ۱
۲

⇒ −۲۰𝐾 = − ln ۲ ⇒ 𝐾 = ۱
۲۰

ln ۲

نتیجه: در و ۱۰۰𝑒−𝐾𝑠 = ۲۵ پس .𝑇 (𝑠) = ۲۵ آن در که باشد ͳزمان 𝑠 کنید فرض حال

𝑒−𝐾𝑠 = ۱
۴

⇒ −𝐾𝑠 = − ln ۴ = −۲ ln ۲ ⇒ 𝐾𝑠 = ۲ ln ۲ ⇒ ۱
۲۰

𝑠(ln ۲) = ۲ ln ۲ ⇒ 𝑠
۲۰

= ۲ ⇒ 𝑠 = ۴۰

کند. نزول فارنهایت درجه ۲۵ به میله دمای تا برد ͳم زمان دقیقه چهل پس



فرضیات با را هستند هم حضور در ͳارچ΋ش و ش΋ار جمعیت بیانگر که دیفرانسیل معادلات دستگاه :ͳارچ΋ش و ش΋ار ٢ سوال

آورید: بدست زیر

باشد. لحظه آن در ش΋ار جمعیت با متناسب ͳارچ΋ش غیاب در ش΋ار رشد نرخ الف) •

باشد. ͳم لحظه آن در ͳارچ΋ش جمعیت با متناسب ش΋ار غیاب در ͳارچ΋ش میر و مرگ نرخ ب) •

ͳم لحظه آن در ͳارچ΋ش و ش΋ار جمعیت ضرب با متناسب هم حضور در ͳارچ΋ش و ش΋ار جمعیت تغییر نرخ ج) •

باشد.

مفروضات بر بنا باشد. 𝑡 لحظه در ͳارچ΋ش جمعیت بیانگر 𝑦(𝑡) و 𝑡 لحظه در ش΋ار جمعیت بیانگر 𝑥(𝑡) کنید فرض ΁پاس

که: ͳقسم به دارند وجود 𝛼, 𝛽 ثابت اعداد که شود ͳم نتیجه (ج) و (الف)

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑥(𝛼 + 𝛽𝑦)

که: ͳقسم به دارند وجود 𝛿, 𝛾 ثابت اعداد که شود ͳم نتیجه (ج) و (ب) مفروضات بنابر و

𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝑦(𝛿 + 𝛾𝑥)

هستند: ثابت  𝛼, 𝛽, 𝛿, 𝛾 آن در که نمود سازی مدل زیر معادلات دستگاه با توان ͳم را مسئله پس

⎧{{
⎨{{⎩

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝛿𝑦 + 𝛾𝑥𝑦

است آن بر رسم معمولا باشد. ͳم معروف لوتکا‐ولترا معادلات یا ͳارچ΋ش و ش΋ار مدل به بالا معادلات دستگاه

شود. لحاظ سیستم در تعادل ͳنوع تا شوند ͳم گرفته نظر در ͳمنف 𝛽, 𝛿 اعداد و مثبت 𝛼, 𝛾 اعداد که

کرده اشغال آن در جسم که شود ͳم وارد مایع از ͳحجم وزن با برابر نیرویی مایع در شناور جسم به ارشمیدس: قانون ٣ سوال

آوریم. دست به 𝐹 = 𝑚𝑎 نیوتن دوم قانون Έکم به است ور غوطه آب در که را ͳجسم حرکت معادله خواهیم ͳم است.

است.) آن به مایع از شده وارد نیروی و جسم وزن نیروی برآیند جسم به شده وارد (نیروی

𝑀 و است واق΄ ℝ۳ در 𝑀 جسم کنید فرض و باشد ͳم ور غوطه ͳمایع در که باشد 𝑚 جرم با جسم Έی 𝑀 کنید فرض ΁پاس

با متناظر مایع این عمق واق΄ در (پس باشد ور غوطه دهیم ͳم مطابقت ℝ۳ در 𝑥𝑦 صفحه با را ΀سط این که مایع ΀سط در

کنید: فرض باشد). ͳم 𝑧 < ۰

⃗𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) ⃗𝑖 + 𝑦(𝑡) ⃗𝑗 + 𝑧(𝑡)𝑘⃗

٢



ͳیعن بΎیرید. ͳ΋ی جرمش مرکز با را 𝑀 کنیم نگاه ای نقطه بطور 𝑀 جسم به آنکه (برای باشد 𝑡 لحظه در 𝑀 م΋ان بردار

با باشد. 𝑡 لحظه در 𝑀 بر شده وارد نیروی بردار ⃗𝐹 (𝑡) کنید فرض و است) 𝑀 جرم مرکز م΋ان بردار اخیر بردار واق΄ در

داریم: 𝑥, 𝑦, 𝑧 های مولفه به ⃗𝐹 تجزیه

⃗𝐹 (𝑡) = 𝐹۱(𝑡) ⃗𝑖 + 𝐹۲(𝑡) ⃗𝑗 + 𝐹۳(𝑡)𝑘⃗

می΋نیم.داریم: اعمال ها مولفه از کدام هر روی بر را نیوتن دوم قانون اکنون

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝐹۱(𝑡) = 𝑚𝑑۲𝑥(𝑡)
𝑑𝑡۲

𝐹۲(𝑡) = 𝑚𝑑۲𝑦(𝑡)
𝑑𝑡۲

𝐹۳(𝑡) = 𝑚𝑑۲𝑧(𝑡)
𝑑𝑡۲

از ͳناش و وزن از ͳناش نیروهای شوند ͳم وارد 𝑀 جسم بر که نیروهایی تنها کنید فرض آوریم. ͳم بدست را ⃗𝐹 (𝑡) حال

𝑥, 𝑦 های محور راستای در جسم که دهد ͳم نتیجه شهودی بطور واق΄ در (که باشد ͳم ور غوطه آن در 𝑀 که باشد ͳمایع

وزن برآیند واق΄ در ⃗𝐹 (𝑡) بردار است شده ذکر سوال صورت در که همانطور دارد). عمودی حرکت فقط و ندارد حرکت

ͳم پایین به رو قائم راستای در 𝑀 وزن 𝑡 لحظه در باشد گرانش ثابت 𝑔 اگر است. آن به مایع از شده وارد نیروی و جسم

داریم: باشد 𝑡 لحظه در 𝑀 وزن ⃗𝐺(𝑡) اگر پس باشد.

⃗𝐺(𝑡) = −𝑚𝑔𝑘⃗

قانون بنابر باشد. ͳم ور غوطه آن در 𝑀 که باشد ͳمایع از متاثر 𝑡 لحظه در 𝑀 بر شده وارد نیروی 𝐻⃗(𝑡) کنید فرض

اشغال مایع در که 𝑀 جسم از ͳجرم وزن با است برابر آن اندازه و است 𝑀 وزن با مخالف راستای در نیرو این ارشمیدس

داریم: پس است. شده اشغال مایع در که باشد 𝑡 لحظه در 𝑀 از ͳجرم 𝜇(𝑡) کنید فرض پس است. شده

𝐻⃗(𝑡) = 𝜇(𝑡)𝑔𝑘⃗

نتیجه: در و

⃗𝐹 (𝑡) = ⃗𝐺(𝑡) + 𝐻⃗(𝑡) = (𝜇(𝑡) − 𝑚)𝑔𝑘⃗

مثلا پس گرفت. نظر در ثابت را 𝑦(𝑡) و 𝑥(𝑡) توان ͳم دارد حرکت ها 𝑧 محور راستای در فقط 𝑀 که آنجایی از

داریم: آمده بدست روابط به توجه با 𝑧(𝑡) مولفه برای همچنین .𝑦(𝑡) = 𝑦۰ و 𝑥(𝑡) = 𝑥۰

(𝜇(𝑡) − 𝑚)𝑔 = 𝑚𝑑۲𝑧(𝑡)
𝑑𝑡۲

٣



: معادله نتیجه در و

𝑑۲𝑧(𝑡)
𝑑𝑡۲ = 𝑔(𝜇(𝑡)

𝑚 − ۱)

حسب بر صراحتا میتواند 𝜇(𝑡) اینجا در البته کند. ͳم توصیف را مایع در 𝑀 جسم حرکت که است ͳدیفرانسیل معادله

باشد. ... یا (𝑧(𝑡) تغییرات معادلا (یا م΋ان بردار تغییرات از ͳتابع خود یا باشد شده داده 𝑡 از ͳتابع

ای دایره مقط΄ با صلب استوانه Έی 𝑀 مایع بر شناور جسم کنید فرض دهیم. ͳم توضیح مثال Έی با را اخیر سازی مدل

با استوانه جرم کنید فرض و باشد گرم 𝑚 استوانه این جرم کنید فرض باشد. متر ͳسانت ℎ ارتفاع و متر ͳسانت 𝑟 شعاع به

فرض همچنین باشد. شده توزیع استوانه در شود ͳم گیری اندازه م΋عب متر ͳسانت بر گرم حسب بر که 𝜌 ثابت ͳالΎچ

محاوره زبان به واق΄ (در باشد مایع ΀سط به نسبت قائم بطور همواره که باشد صورت بدین مایع روی استوانه حرکت کنید

وزن از ͳناش استوانه این بر شده وارد نیروهای تنها کنید فرض همچنان شود). ͳنم راست و ک; مایع روی استوانه ای

باشد 𝑡 زمان از ͳتابع 𝑧(𝑡) کنید فرض دارد. قرار آن در استوانه از ͳقسمت که است ͳمایع مقدار از ͳناش نیروی و استوانه

باشد. ͳم گرفته قرار مایع درون که کند ͳم گیری اندازه را 𝑀 استوانه از ͳارتفاع 𝑡 زمان در که

ͳالΎچ با شود ͳم برابر جرم که است آن جرم آوردن بدست برای رابطه Έی که داریم توجه حالت این در 𝜇(𝑡) محاسبه برای

نتیجه: در و 𝜋𝑟۲𝑧(𝑡) با شود ͳم برابر دارد قرار آب درون که استوانه از ͳحجم 𝑡 لحظه در ͳطرف از حجم. در ضرب

𝜇(𝑡) = 𝜋𝑟۲𝑧(𝑡)𝜌

است عبارت آوردیم بدست که آنچه طبق استوانه چنین برای آمده بدست معادله نتیجه در .𝑚 = 𝜋𝑟۲ℎ𝜌 داریم همچنین

از:

𝑑۲𝑧(𝑡)
𝑑𝑡۲ = 𝑔(𝑧(𝑡)

ℎ − ۱)

بل΋ه است ͳکنون های حالت از متاثر تنها نه دستگاه کنیم فرض که است ͳطبیع کاملا کاربردی و ͳمهندس دستگاه Έی در ۴ سوال

مثال برای شود. ͳم ظاهر دستگاه آن مدل در تاخیر ش΋ل به گذشته به ͳوابستگ این هست. نیز ͳپیشین های حالت به وابسته

ͳحال در است ͳآن صورت به ها مدل گونه این در تولد آهنگ که است این 𝑑𝑢
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑢) های مدل های ͳکاست از ͳ΋ی

صورت به را ͳمدل شود. منظور جمعیت رشد مدل در و... بارداری دوره برای ͳزمان بلوغ به رسیدن برای ͳزمان باید که

بنویسید. حالت این برای دیفرانسیل معادله

دستگاه ͳقبل های حالت به بل΋ه دارد ͳبستگ دستگاه ͳکنون حالت به تغییراتش تنها نه که باشد ͳدستگاه 𝑢 کنید فرض ΁پاس

ͳتوابع 𝑠𝑖(𝑡) کنید فرض است: صورت بدین کرد مدل را ای 𝑢 دستگاه چنین توان ͳم که ͳطریق Έی است. وابسته نیز

۴



: دستگاه .𝑠𝑖(𝑡) < 𝑡 که باشند 𝑡 از

𝑑
𝑑𝑡𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑠۱(𝑡)), 𝑢(𝑠۲(𝑡)), ..., 𝑢(𝑠𝑛(𝑡)))

ͳبستگ ͳکنون حالت در دستگاه وضعیت و ͳکنون زمان به تنها نه سیستم تغییرات آن در که کند ͳم توصیف را ͳسیستم

نسبت ها 𝑠𝑖(𝑡) ͳ΋کوچ مرتبه مورد در توان ͳم ͳحت دارد. ͳبستگ نیز گذشته های زمان در دستگاه وضعیت به بل΋ه دارد

کنند. میل بینهایت سمت به 𝑡 از تر کند ͳخیل مجانبی بطور ها 𝑠𝑖(𝑡) مثلا نمود. بحث نیز 𝑡 به

رشد نرخ اگر هستند. واگیردار بیماری دارای آنها تای ۵ که شوند ͳم نگهداری محیط Έی در آزمایشΎاه در موش ۵۰۰ ۵ سوال

دیفرانسیل معادله باشد لحظه همان در سالم های موش ضربدر لحظه آن در بیمار های موش جمعیت تعداد با متناسب بیماری

های موش تعداد معکوس با بیماری رشد نرخ واکسیناسیون وجود با اگر بالا فرضیات با بنویسید. را مدل این به مربوط

آورید. بدست را جدید مدل باشد متناسب هم بیمار

از باشد. 𝑡 لحظه در بیمار های موش تعداد معرف 𝐼(𝑡) و 𝑡 لحظه در سالم های موش تعداد معرف 𝐻(𝑡) کنید فرض ΁پاس

رشد سرعت که آنجایی از .𝐼(۰) = ۵ و 𝐻(۰) = ۴۹۵ و 𝐻(𝑡) + 𝐼(𝑡) = ۵۰۰ که شود ͳم نتیجه مسئله مفروضات

𝐾 ثابت عدد که شود ͳم نتیجه باشد ͳم سالم های موش جمعیت در ضرب بیمار های موش جمعیت با متناسب بیماری

داریم: 𝑡 هر برای که ͳقسم به دارد وجود

𝑑
𝑑𝑡𝐼(𝑡) = 𝐾𝐼(𝑡)(۵۰۰ − 𝐼(𝑡))

مدل این به مربوط دیفرانسیل معادله باشد متناسب هم بیمار های موش تعداد وارون با بیماری رشد سرعت که ͳصورت در

از: است عبارت

𝑑
𝑑𝑡𝐼(𝑡) = 𝐾𝐼(𝑡)(۵۰۰ − 𝐼(𝑡)) − 𝐶

𝐼(𝑡)

باشد. ͳم تناسب ضریب Έی 𝐶 آن در که

۱ شامل شوری آب 𝑡 = ۰ لحظه در بΎیرید. نظر در را خالص آب از گالن ۱۰ اولیه مقدار با گالن ۵۰ ظرفیت با مخزن Έی ۶ سوال

را مخلوط ͳخروج شیر حال همین در است. شدن اضافه حال در مخزن به دقیقه بر گالن ۴ دبی با گالن هر در Έنم پوند

کند. ͳم خارج دقیقه بر گالن ۲ دبی با

شود؟ ͳم پر مخزن ای لحظه چه در الف) •

بیانگر 𝐵(𝑡) کنید فرض .𝐴(۰) = ۱۰ پس باشد. 𝑡 لحظه در گالن در موجود مخلوط مقدار بیانگر 𝐴(𝑡) کنید فرض ΁پاس

دهد ͳم نتیجه که 𝑑
𝑑𝑡𝐵(𝑡) = ۲ و 𝐵(۰) = ۰ داریم فرض طبق پس باشد. 𝑡 لحظه در گالن از شده خارج مقدار

۵



𝐶(۰) = ۰ فرض بر بنا پس شده. مخزن وارد که باشد 𝑡 لحظه در شوری آب مقدار 𝐶(𝑡) کنید فرض .𝐵(𝑡) = ۲𝑡

در مخزن درون مخلوط باشیم نداشته تلفات آنکه فرض به حال .𝐶(𝑡) = ۴𝑡 دهد ͳم نتیجه که 𝑑
𝑑𝑡𝐶(𝑡) = ۴ و

درون مخلوط مقدار داریم نیز ͳتلفات مسئله فرض بنابر که حالا ͳول آید. ͳم بدست ۱۰ + 𝐶(𝑡) ضابطه با 𝑡 لحظه

شود: ͳم حاصل زیر ضابطه طبق 𝑡 لحظه در مخزن

𝐴(𝑡) = ۱۰ + 𝐶(𝑡) − 𝐵(𝑡) = ۱۰ + ۴𝑡 − ۲𝑡 = ۱۰ + ۲𝑡

دقیقه ۲۰ پس آوریم. ͳم بدست را 𝑡 = ۲۰ جواب بوضوح که 𝐴(𝑡) = ۵۰ که بیابیم ͳقسم به را 𝑡 زمان باید حال

شود. پر مخزن تا است لازم زمان

آورید. بدست 𝑡 لحظه در مخزن در Έنم مقدار آوردن دست به برای ͳدیفرانسیل معادله ب) •

است برابر 𝑡 لحظه در گالن در Έنم تغییرات نرخ باشد. 𝑡 لحظه در گالن در Έنم مقدار بیانگر 𝑄(𝑡) کنید فرض ΁پاس

۴ نرخ با ورودی شور آب مسئله فرض بر بنا .𝑡 لحظه در گالن از ͳخروج Έنم نرخ و ورودی Έنم نرخ تفاضل با

Έنم نرخ پس دارد. خود در Έنم پوند Έی شور آب این نیز گالن هر در که شود ͳم مخزن وارد دقیقه بر گالن

𝑡 لحظه در که دیدیم نمودیم محاسبه (الف) قسمت در که همانطور .۱ × ۴ = ۴ با شود ͳم برابر گالن در ورودی

جدول Έی با حال دارد. خود در Έنم پوند 𝑄(𝑡) قضا از که باشد ͳم گالن ۱۰+ ۲𝑡 با برابر مخزن داخل آب مقدار

مسئله فرض بر بنا که باشد Έنم پوند 𝑄(𝑡)
۱۰ + ۲𝑡 باید مخزن این از گالن Έی در که میشود نتیجه ساده گیری تناسب

نتیجه: در و ۲𝑄(𝑡)
۱۰ + ۲𝑡 با شود ͳم برابر Έنم تلفات نرخ پس میشود. خارج مخزن از دقیقه بر گالن ۲ سرعت با

𝑑𝑄(𝑡)
𝑑𝑡 = ۴ − ۲𝑄(𝑡)

۱۰ + ۲𝑡

باشد. ͳم 𝑡 لحظه در مخزن در موجود Έنم مقدار تعیین برای دیفرانسیل معادله Έی بالا معادله و

خواهد چقدر او پول زیر فرضیات با سال ۷ از بعد کند. ͳم ایجاد دلار ۱۰۰۰ با جدیدی حساب و رفته ͳبانک به ͳشخص ٧ سوال

برای ͳدیفرانسیل معادله باشد. ͳم درصد ۲۵.۹ با برابر باقیمانده سال چهار در و ۵.۸ با برابر سود نرخ اول سال سه در شد؟

آورید. بدست بالا مدل

بر بنا ۰ < 𝑡 < ۳ ازای به .𝑅(۰) = ۱۰۰۰ داریم فرض بر بنا باشد. 𝑡 لحظه در شخص پول مقدار بیانگر 𝑅(𝑡) کنید فرض ΁پاس

داریم: مسئله فرض

𝑑𝑅(𝑡)
𝑑𝑡 = ۵۸

۱۰۰۰
𝑅(𝑡)

۶



نتیجه: در باشد. ͳم 𝑅(𝑡) = ۱۰۰۰𝑒
۵۸
۱۰۰۰

𝑡
جواب دارای بالا معادله اولیه شرط احتساب با که

𝑅(۳) = ۱۰۰۰𝑒
۱۷۴
۱۰۰۰ ≈ ۱۱۹۰.۰۵۵۵۶۵۸۲۰۳۶

تابع ۰ < 𝑠 < ۴ بازه در اگر و گردید محاسبه بالا در که 𝑅(۳) مقدار با است برابر اولیه پول باقیمانده سال ۴ در اکنون

: مسئله فرض بر بنا و 𝑄(۰) = 𝑅(۳) داریم گیریم نظر در 𝑠 لحظه در پول مقدار را 𝑄(𝑠)

𝑑𝑄(𝑠)
𝑑𝑠 = ۲۵۹

۱۰۰۰
𝑄(𝑠)

داریم: اکنون آوریم. ͳم بدست را 𝑄(𝑠) = 𝑄(۰)𝑒
۲۵۹
۱۰۰۰

𝑠
جواب اولیه شرط به توجه با که

𝑄(۴) = 𝑄(۰)𝑒۱+
۳۶
۱۰۰۰ ≈ ۳۳۵۳.۴۸۴۶۵۲۵۴۹۰۲

داشت. خواهد بانک در پول دلار ۳۳۵۳.۵ تقریبا سال ۷ مدت در شخص پس

ͳم خم Έی معرف 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑐 معادله 𝑐 تثبیت با که است آن (منظور بΎیرید نظر در را 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑐 های ͳمنحن دسته ٨ سوال

به هایی ͳمنحن دسته ͳمنحن دسته این متعامد های مسیر آوریم). ͳم بدست را ها خم از ای خانواده 𝑐 تغییر با حال و باشد

قائم های ͳمنحن دسته دهید نشان کنند. ͳم قط΄ قائم زاویه با را اول دسته های ͳمنحن که هستند 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 صورت

.𝑦 = 𝑚𝑥 با است برابر 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 های ͳمنحن

قائم زاویه در را 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 های ͳمنحن دسته که هستند ͳویژگ این دارای 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 های ͳمنحن دسته کنید فرض اول ΁پاس

𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 ͳمنحن 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑 ͳمنحن پس کنید. تثبیت را 𝑑 دلخواه عدد Έی و 𝑐 (مثبت) عدد Έی کنند. ͳم قط΄

نیز (𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) و 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 ͳمنحن برای پرمایش Έی (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) کنید فرض کند. ͳم قط΄ قائم زاویه در را

داریم: را زیر روابط پس باشد. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑 خم برای پرمایش Έی

(𝑥(𝑡))۲ + (𝑦(𝑡))۲ = 𝑐

𝑓(𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) = 𝑑

پس باشند. عمود هم بر تقاط΄ نقطه این در بعلاوه و کنند قط΄ (𝑥۰, 𝑦۰) نقطه در را همدیΎر مذکور ͳمنحن دو کنید فرض

داریم: ای 𝑠۰ و 𝑡۰ ازای به

(𝑥(𝑡۰), 𝑦(𝑡۰)) = (𝑥۰, 𝑦۰)

٧



(𝑢(𝑠۰), 𝑣(𝑠۰)) = (𝑥۰, 𝑦۰)

داریم: طرفین از گیری مشتق با اول خم دسته کنیم.برای ͳم محاسبه (𝑥۰, 𝑦۰) نقطه در را ͳمنحن دو بر مماس بردار اکنون

۲𝑥(𝑡۰)𝑥
′(𝑡۰) + ۲𝑦(𝑡۰)𝑦

′(𝑡۰) = ۰ ⇒ (𝑥۰, 𝑦۰).(𝑥
′(𝑡۰), 𝑦′(𝑡۰)) = ۰

داریم: (٢ ͳریاض) زنجیری قاعده از استفاده با دوم دسته ͳمنحن برای و

𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥۰, 𝑦۰)𝑢

′(𝑠۰) + 𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥۰, 𝑦۰)𝑣

′(𝑠۰) = ۰

نتیجه: در و

(𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥۰, 𝑦۰),

𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥۰, 𝑦۰)).(𝑢

′(𝑠۰), 𝑣′(𝑠۰)) = ۰

همراه به بالا روابط از و (𝑥′(𝑡۰), 𝑦′(𝑡۰)).(𝑢
′(𝑠۰), 𝑣′(𝑠۰)) = ۰ که شود ͳم نتیجه ͳمنحن دو بودن عمود شرط از حال

که: شود ͳم نتیجه مسطحه هندسه از ͳمقدمات مباحث

(𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥۰, 𝑦۰),

𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥۰, 𝑦۰)).(𝑥۰, 𝑦۰) = ۰ ⇒ 𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥۰, 𝑦۰) + 𝑦۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥۰, 𝑦۰) = ۰

(𝑥۰, 𝑦۰) تقاط΄ نقاط پیوسته تغییرات نتیجه در و 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 های خم پیوسته تغییرات به منجر که 𝑐 پیوسته تغییرات با و

آوریم: ͳم بدست را زیر ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله شود ͳم

𝑥𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝜕𝑓

𝜕𝑦 (𝑥, 𝑦) = ۰

که شود ͳم مشاهده ͳراحت به هستند ͳدلخواه ثابت اعداد 𝑃 , 𝐾 آن در که 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐾 + 𝑃 𝑦
𝑥 تابع گرفتن نظر در با

𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 های خم خانواده بر متعامد های خم خانواده نتیجه در و کند ͳم صدق بالا دیفرانسیل معادله در تابع این

: رابطه توسط

𝐾 + 𝑃 𝑦
𝑥 = 𝑑

: های خم خانواده کنیم تر ساده را رابطه اگر و شود ͳم توصیف

𝑦 = 𝑑 − 𝐾
𝑃 𝑥 = 𝑚𝑥

آورد. خواهیم بدست را

٨



دهیم. ͳم قرار مجهول را خم خود بΎیریم نظر در 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑 بصورت را مجهول خم خانواده آنکه جای به ΁پاس این در دوم ΁پاس

خم خانواده که آوریم بدست طوری را (𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) خم میخواهیم که کنیم ͳم بیان اینطور را مسئله تر دقیق عبارت به

(𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) خم تقاط΄ نقطه Έی (𝑥۰, 𝑦۰) کنید فرض اول حل راه همانند کند. قط΄ قائم زاویه در را 𝑥۲ +𝑦۲ = 𝑐 های

فرض اول حل راه همانند همچنین باشد. 𝑐 شده تثبیت و مثبت عدد ازای به 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 ͳمنحن خانواده از ͳمنحن Έی و

: که ͳقسم به موجودند 𝑡۰, 𝑠۰ پس باشد. شده پرمایش (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) صورت به 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 خم کنید

(𝑥(𝑡۰), 𝑦(𝑡۰)) = (𝑥۰, 𝑦۰)

(𝑢(𝑠۰), 𝑣(𝑠۰)) = (𝑥۰, 𝑦۰)

بدست را زیر رابطه اول حل راه استدلال همانند کنیم. ͳم ͳبررس (𝑥۰, 𝑦۰) نقطه در را ͳمنحن دو بر مماس های بردار حال

آوریم: ͳم

(𝑥۰, 𝑦۰).(𝑥
′(𝑡۰), 𝑦′(𝑡۰)) = ۰

که آنجایی از و عمودند ی΋دیΎر بر (𝑢′(𝑠۰), 𝑣′(𝑠۰)) و (𝑥′(𝑡۰), 𝑦′(𝑡۰)) های بردار که دهد ͳم نتیجه تعامد شرط اکنون

داریم: 𝐾 مانند ͳثابت عدد ازای به که شود ͳم نتیجه باشند موازی باید بردار Έی بر عمود بردار دو

(𝑢′(𝑠۰), 𝑣′(𝑠۰)) = 𝐾(𝑥۰, 𝑦۰) = 𝐾(𝑢(𝑠۰), 𝑣(𝑠۰))

آوریم: ͳم بدست را زیر معادلات دستگاه شود ͳم 𝑠۰ پیوسته تغییرات به منجر که 𝑐 مثبت اعداد پیوسته تغییرات با و

𝑢′(𝑠) = 𝐾𝑢(𝑠)

𝑣′(𝑠) = 𝐾𝑣(𝑠)

: از عبارتند بالا دستگاه های جواب که

𝑢(𝑠) = 𝐶۱𝑒𝐾𝑠

𝑣(𝑠) = 𝐶۲𝑒𝐾𝑠

٩



خط برای پرمایش Έی (𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) پس . 𝑣(𝑠)
𝑢(𝑠) = 𝐶۲

𝐶۱
= 𝑚 آوریم ͳم بدست کنیم تقسیم هم بر را رابطه دو اگر و

متعامد های خط دسته 𝑦 = 𝑚𝑥 های خط دسته کنند تغییر آزادانه توانند ͳم 𝐶۱, 𝐶۲ که آنجایی از و باشد ͳم 𝑦 = 𝑚𝑥

باشد. ͳم 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 های ͳمنحن دسته بر

ͳم را این مسطحه هندسه اطلاعات از و هستند مبدا مرکز به دوایر 𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑐 های ͳمنحن خانواده خاص مثال این در

همه مرکز که آنجایی از و باشند ͳم ͳشعاع راستای در خطوط لزوما دوایر دسته این بر متعامد های ͳمنحن دسته که دانیم

باشند. ͳم مبدا از گذرنده خطوط دوایر این بر متعامد های ͳمنحن دسته که میΎیریم نتیجه است مختصات مبدا دوایر این

پیش راستای در خصوص به ͳهواشناس نظری مطالعه راستای در لورنتس ادوارد میلادی ۱۹۶۳ سال در لورنتس: معادلات ٩ سوال

نمود: ͳمعرف را زیر دستگاه باشد) ͳم حرارت انتقال های مدل آن اساس البته (که هوایی و آب وضعیت ͳبین

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝑥′ = 𝜎(−𝑥 + 𝑦)

𝑦′ = 𝑟𝑥 − 𝑦 − 𝑥𝑧

𝑧′ = −𝑏𝑥 + 𝑥𝑦

از: بودند عبارت 𝑏, 𝑟, 𝜎 پارامترهای دستگاه این ͳمعرف زمان در هستند. پارامتر سه 𝑏, 𝑟, 𝜎 آن در که

𝑏 = ۸
۳

, 𝑟 = ۲۸, 𝜎 = ۱۰

گیرد: ͳم قرار مطالعه مورد زیر ماتریس ویژه مقادیر ͳدستگاه چنین پایداری ͳبررس منظور به

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎣

−𝜎 𝜎 ۰

𝑟 −۱ ۰

۰ ۰ −𝑏

⎤
⎥
⎥
⎦

آورید. بدست را 𝐴 ماتریس ویژه مقادیر

می΋نند. صدق det(𝐴 − 𝜆𝐼) = ۰ رابطه در که هستند ای 𝜆 اعداد 𝐴 ͳمربع ماتریس ویژه مقادیر که کنیم ͳم یادآوری ΁پاس

آوریم: ͳم بدست را 𝐴 − 𝜆𝐼 ماتریس ابتدا

𝐴 − 𝜆𝐼 =
⎡
⎢
⎢
⎣

−𝜎 − 𝜆 𝜎 ۰

𝑟 −۱ − 𝜆 ۰

۰ ۰ −𝑏 − 𝜆

⎤
⎥
⎥
⎦

را سوم سطر اگر بΎیریم. نظر در را سوم ستون یا سوم سطر که است ͳطبیع بالا ماتریس دترمینان آوردن بدست برای حال

داریم: بΎیریم نظر در

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = (−۱)۳+۳(−𝑏 − 𝜆)[(−𝜎 − 𝜆)(−۱ − 𝜆) − 𝑟𝜎]
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نتیجه: در و

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = −(𝑏 + 𝜆)[(𝜎 + 𝜆)(۱ + 𝜆) − 𝑟𝜎]

های جواب .𝜆۱ = −𝑏 از است عبارت آن جواب Έی که است ΀واض کنیم. حل را 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼) = ۰ معادله باید حال

شوند: ͳم حاصل زیر معادله طریق از دیΎر

(𝜎 + 𝜆)(۱ + 𝜆) − 𝑟𝜎 = ۰ ⇒ 𝜆۲ + (۱ + 𝜎)𝜆 + 𝜎 − 𝑟𝜎 = ۰

آوریم: ͳم بدست را دیΎر ویژه مقادیر دوم درجه معادلات حل فرمول طبق و

𝜆۲, 𝜆۳ = −۱ − 𝜎 ±
√
۱ + 𝜎۲ + ۲𝜎 − ۴𝜎 + ۴𝑟𝜎

۲

: و 𝜆۱ = −𝑏 داریم پس

𝜆۲, 𝜆۳ = −۱ − 𝜎 ± √(𝜎 − ۱)۲ + ۴𝑟𝜎
۲

کنید: حساب را آن وارون داشتن وجود صورت در ١٠ سوال

الف) •

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۱ −۱ −۱

۲ ۱ ۰

۳ −۲ ۱

⎤
⎥
⎥
⎦

کنیم: ͳم محاسبه را 𝐴 ماتریس دترمینان ابتدا ΁پاس

det(𝐴) = ۱(۱× ۱− ۰×(−۲))−(−۱)(۲× ۱− ۰×۳)+(−۱)(۲×(−۲)− ۱×(۳)) = ۱+۲+۷ = ۱۰ ≠ ۰

سطری های عملیات از ای دنباله که است آن 𝐴 ماتریس وارون محاسبه برای راه Έی باشد. ͳم پذیر وارون 𝐴 پس

ماتریس روی را اعمال این و رسیم ͳم ͳهمان ماتریس به 𝐴 روی آنها اعمال با که بΎیریم نظر در را 𝐴 روی ͳمقدمات

این ابتدا منظور بدین میباشد. 𝐴 وارون ماتریس همان شود ͳم حاصل که ͳماتریس انتها در و کنیم ͳم پیاده ͳهمان

نویسیم ͳم دوم سطر در را حاصل و اضافه دوم سطر به را اول سطر برابر دو ͳمنف ابتدا که میΎیریم نظر در را عمل دو

بر عمل دو این اعمال نویسیم.با ͳم سوم سطر در را حاصل و اضافه سوم سطر به را اول سطر برابر سه ͳمنف سپس و

رسیم: ͳم زیر ماتریس به 𝐴

𝐴۲ =
⎡
⎢
⎢
⎣

۱ −۱ −۱

۰ ۳ ۲

۰ ۱ ۴

⎤
⎥
⎥
⎦
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رسیم: ͳم 𝐼۲ ماتریس به 𝐼 روی شده بیان اعمال همین انجام با

𝐼۲ =
⎡
⎢
⎢
⎣

۱ ۰ ۰

−۲ ۱ ۰

−۳ ۰ ۱

⎤
⎥
⎥
⎦

اول سطر در را حاصل و کرده اضافه اول سطر به را حاصل و نموده ضرب ۱
۳

در را دوم سطر 𝐴۲ ماتریس در اکنون

سطر در را حاصل و کرده جم΄ سوم سطر با را حاصل و کرده ضرب ۱
۳

ͳمنف در را دوم سطر همچنین نویسیم. ͳم

رسیم: ͳم 𝐴۴ ماتریس به فرآیند این انجام با نویسیم. ͳم سوم

𝐴۴ =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

۱ ۰ − ۱
۳

۰ ۳ ۲

۰ ۰
۱۰
۳

⎤
⎥⎥⎥
⎦

رسیم: ͳم 𝐼۴ ماتریس به 𝐼۲ روی اعمال همین انجام با و

𝐼۴ =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

۱
۳

۱
۳

۰

−۲ ۱ ۰

−۷
۳

− ۱
۳

۱

⎤
⎥⎥⎥
⎦

سطر ضرب همچنین و اول سطر در حاصل نوشتن و اول سطر با جم΄ و ۱
۱۰

در 𝐴۴ ماتریس سوم سطر کردن ضرب با

رسیم: ͳم 𝐴۶ ماتریس به دوم سطر در حاصل نوشتن و دوم سطر با جم΄ و ۶
۱۰

ͳمنف در سوم

𝐴۶ =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۰ ۳ ۰

۰ ۰
۱۰
۳

⎤
⎥⎥⎥
⎦

داریم: 𝐼۴ روی فرآیند همین انجام با و

𝐼۶ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

۱
۱۰

۳
۱۰

۱
۱۰

−۳
۵

۶
۵

−۳
۵

۷
۳

− ۱
۳

۱

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

رسیم: ͳم 𝐴 ماتریس وارون به ۳
۱۰

در سوم سطر و ۱
۳

در دوم سطر ضرب با 𝐼۶ ماتریس در حال

𝐴−۱ = ۱
۱۰

⎡
⎢
⎢
⎣

۱ ۳ ۱

−۲ ۴ −۲

−۷ −۱ ۳

⎤
⎥
⎥
⎦
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ب) •

𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۲ ۳ ۱

−۱ ۲ ۱

۴ −۱ −۱

⎤
⎥
⎥
⎦

کنیم: ͳم محاسبه را 𝐵 دترمینان ابتدا ΁پاس

det(𝐵) = ۲(۲×(−۱)− ۱×(−۱))−۳(−۱×(−۱)− ۱×۴)+ ۱(−۱×(−۱)− ۲×۴) = −۲+۹−۷ = ۰

.𝑑𝑒𝑡(𝐵) = ۰ که چرا نیست پذیر وارون 𝐵 پس

آورید: بدست زیر های ماتریس برای را ویژه مقادیر این با متناظر ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ١١ سوال

الف) •

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤
⎥
⎥
⎦

آوریم: ͳم بدست را 𝐴 − 𝜆𝐼 ماتریس ابتدا ΁پاس

𝐴 − 𝜆𝐼 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۱ − 𝜆 ۰ ۰

۲ ۱ − 𝜆 −۲

۳ ۲ ۱ − 𝜆

⎤
⎥
⎥
⎦

داریم: حال

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = (۱ − 𝜆)[(۱ − 𝜆)۲ + ۴]

مقدار تنها 𝜆 = ۱ که شود ͳم مشاهده .det(𝐴 − 𝜆𝐼) = ۰ آنها ازای به که هستند هایی 𝜆 آن 𝐴 ویژه مقادیر اکنون

.𝜆۱, 𝜆۲ = ۱ ± ۲𝑖 از عبارتند 𝐴 ماتریس مختلط ویژه مقادیر باشد. ͳم 𝐴 ماتریس ͳحقیق ویژه

ناصفر ͳستون بردارهای باید 𝜆 = ۱ برای آوریم. ͳم بدست را ویژه مقادیر از کدام هر با متناظر ویژه بردارهای حال

پس: باشند. 𝑋 ͳستون بردار های درایه 𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳ کنید فرض کنند. صدق 𝐴𝑋 = 𝑋 رابطه در که بیابیم را 𝑋

⎡
⎢
⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

𝑥۳

⎤
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

𝑥۳

⎤
⎥
⎥
⎦

چپ های ماتریس در اول های (درایه رسیم ͳم معادلات از زیر دستگاه به ها درایه نظیر به نظیر دادن قرار تساوی با

کنیم): ͳم پرهیز آن نوشتن از لذا و است ͳبدیه تساوی Έی که باشند ͳم 𝑥۱ با برابر تساوی راست و

⎧{{
⎨{{⎩

۲𝑥۱ + 𝑥۲ − ۲𝑥۳ = 𝑥۲

۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ + 𝑥۳ = 𝑥۳

١٣



باشد: ͳم زیر دستگاه همین واق΄ در بالا دستگاه و

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥۱ − 𝑥۳ = ۰

۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ = ۰

: ͳستون های بردار نتیجه در .𝑥۲ = −۳
۲

𝑥۱ و 𝑥۳ = 𝑥۱ آوریم ͳم بدست دهیم قرار پارامتر را 𝑥۱ اگر

𝑋 =
⎡
⎢⎢⎢
⎣

𝑡
−۳

۲
𝑡

𝑡

⎤
⎥⎥⎥
⎦

باشند. ͳم 𝐴 ماتریس برای 𝜆 = ۱ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردارهای کند تغییر آزادانه تواند ͳم 𝑡 آن در که

: 𝐴𝑌 = (۱ + ۲𝑖)𝑌 که هستند 𝑌 ناصفر ͳستون بردارهای آن 𝜆۱ = ۱ + ۲𝑖 ویژه مقدار با متناظر ویژه بردارهای

⎡
⎢
⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

𝑦۳

⎤
⎥
⎥
⎦

= (۱ + ۲𝑖)
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

𝑦۳

⎤
⎥
⎥
⎦

سوم و دوم های درایه دادن قرار تساوی با .𝑦۱ = ۰ آوریم ͳم بدست طرفین اول های درایه دادن قرار تساوی با

آوریم: ͳم بدست طرفین
⎧{{
⎨{{⎩

𝑦۲ − ۲𝑦۳ = (۱ + ۲𝑖)𝑦۲

۲𝑦۲ + 𝑦۳ = (۱ + ۲𝑖)𝑦۳

رسیم: ͳم زیر دستگاه به کنیم ساده را فوق دستگاه اگر که

⎧{{
⎨{{⎩

𝑦۳ = −𝑖𝑦۲

𝑦۲ = 𝑖𝑦۳

آوریم ͳم بدست دهیم قرار پارامتر را 𝑦۳ اگر نیستند. بیشتر معادله Έی واق΄ در فوق معادلات که داریم توجه

:ͳستون های بردار خانواده نتیجه در و 𝑦۲ = 𝑖𝑦۳

𝑌 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۰

𝑖𝑡
𝑡

⎤
⎥
⎥
⎦

باشند. ͳم 𝜆۱ = ۱ + ۲𝑖 ویژه مقدار با متناظر 𝐴 ماتریس ویژه بردارهای کند تغییر آزادانه تواند ͳم 𝑡 آن در که

رابطه طرفین از اگر باشد ͳم 𝜆۱ مختلط مزدوج 𝜆۲ و باشد ͳم ͳحقیق های درایه با ͳماتریس 𝐴 که آنجایی از

١۴



آوریم ͳم بدست کنیم) گیری مزدوج را راست و چپ های ماتریس های درایه ͳیعن) بΎیریم مزدوج 𝐴𝑌 = 𝜆۱𝑌

ای ͳستون بردارهای آن دقیقا 𝜆۲ = ۱ − ۲𝑖 ویژه مقدار با متناظر 𝐴 ماتریس ویژه بردارهای پس .𝐴 ̄𝑌 = 𝜆۲
̄𝑌

ͳم حاصل 𝜆۱ = ۱ + ۲𝑖 ویژه مقدار با متناظر ویژه ͳستون های بردار های درایه از گیری مزدوج اثر بر که هستند

𝐴 ویژه های بردار پس شناسیم ͳم را 𝜆۱ = ۱ + ۲𝑖 ویژه مقدار با متناظر 𝐴 ویژه بردارهای که آنجایی از گردند.

شناسیم. ͳم نیز را 𝜆۲ = ۱ − ۲𝑖 ویژه مقدار با متناظر

ب) •

𝐵 = ⎡⎢
⎣

۵ −۱

۳ ۱
⎤⎥
⎦

آوریم: ͳم بدست را 𝐵 − 𝜆𝐼 ماتریس ΁پاس

𝐵 − 𝜆𝐼 = ⎡⎢
⎣

۵ − 𝜆 −۱

۳ ۱ − 𝜆
⎤⎥
⎦

داریم: حال

det(𝐵 − 𝜆𝐼) = (۵ − 𝜆)(۱ − 𝜆) + ۳ = 𝜆۲ − ۶𝜆 + ۸ = (𝜆 − ۴)(𝜆 − ۲)

.𝜆۲ = ۲ و 𝜆۱ = ۴ از عبارتند 𝐴 ویژه مقادیر پس

آوریم: ͳم بدست را 𝜆۱ = ۴ با متناظر ویژه بردارهای

⎡⎢
⎣

۵ −۱

۳ ۱
⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

⎤⎥
⎦

= ۴⎡⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

⎤⎥
⎦

آوریم: ͳم بدست را زیر دستگاه طرفین های درایه نظیر به نظیر دادن قرار تساوی با

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥۱ − 𝑥۲ = ۰

𝑥۱ − 𝑥۲ = ۰

:ͳستون های بردار خانواده پس

𝑋 = ⎡⎢
⎣

𝑡
𝑡
⎤⎥
⎦

باشند. ͳم 𝜆۱ = ۴ ویژه مقدار با متناظر 𝐵 ماتریس ویژه های بردار

کنیم: ͳم اجرا را بالا فرآیند همین مشابه نیز 𝜆۲ = ۲ ویژه مقدار برای

⎡⎢
⎣

۵ −۱

۳ ۱
⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

⎤⎥
⎦

= ۲⎡⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

⎤⎥
⎦
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رسیم: ͳم زیر معادلات دستگاه به نهایت در و

⎧{{
⎨{{⎩

۳𝑦۱ − 𝑦۲ = ۰

۳𝑦۱ − 𝑦۲ = ۰

:ͳستون های بردار خانواده پس

𝑌 = ⎡⎢
⎣

𝑡
۳𝑡

⎤⎥
⎦

باشند. ͳم 𝜆۲ = ۲ ویژه مقدار با متناظر 𝐵 ماتریس ویژه بردارهای

ج) •

𝐶 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۷ ۰ −۳

−۹ −۲ ۳

۱۸ ۰ −۸

⎤
⎥
⎥
⎦

آوریم: ͳم بدست را 𝐶 − 𝜆𝐼 ماتریس ΁پاس

𝐶 − 𝜆𝐼 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۷ − 𝜆 ۰ −۳

−۹ −۲ − 𝜆 ۳

۱۸ ۰ −۸ − 𝜆

⎤
⎥
⎥
⎦

داریم: حال

det(𝐶−𝜆𝐼) = (۷−𝜆)(𝜆+۲)(𝜆+۸)−۳(۱۸)(𝜆+۲) = (𝜆+۲)[−(𝜆−۷)(𝜆+۸)−۵۴] = −(𝜆+۲)۲(𝜆−۱)

هستند. 𝐶 ماتریس ویژه مقادیر 𝜆۲ = −۲ و 𝜆۱ = ۱ پس

کنیم: ͳم محاسبه را 𝜆۱ = ۱ با متناظر ویژه بردارهای

⎡
⎢
⎢
⎣

۷ ۰ −۳

−۹ −۲ ۳

۱۸ ۰ −۸

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

𝑥۳

⎤
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

𝑥۳

⎤
⎥
⎥
⎦

شود: ͳم زیر معادلات دستگاه به منجر طرفین های درایه نظیر به نظیر دادن قرار تساوی

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

۲𝑥۱ − 𝑥۳ = ۰

−۹𝑥۱ − ۳𝑥۲ + ۳𝑥۳ = ۰

۲𝑥۱ − 𝑥۳ = ۰
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:ͳستون بردارهای خانواده پس .𝑥۲ = −𝑥۱ و 𝑥۳ = ۲𝑥۱ آوریم ͳم بدست بΎیریم نظر در پارامتر عنوان به را 𝑥۱ اگر

𝑋 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑡
−𝑡
۲𝑡

⎤
⎥
⎥
⎦

باشند. ͳم 𝜆۱ = ۱ ویژه مقدار با متناظر 𝐶 ماتریس ویژه بردارهای

داریم: 𝜆۲ = −۲ ویژه مقدار برای مشابه بطور

⎡
⎢
⎢
⎣

۷ ۰ −۳

−۹ −۲ ۳

۱۸ ۰ −۸

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

𝑦۳

⎤
⎥
⎥
⎦

= −۲
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

𝑦۳

⎤
⎥
⎥
⎦

رسیم: ͳم زیر ͳخط معادلات دستگاه به طرفین های درایه نظیر به نظیر دادن قرار تساوی با و

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

۳𝑦۱ − 𝑦۳ = ۰

۳𝑦۱ − 𝑦۳ = ۰

۳𝑦۱ − 𝑦۳ = ۰

: ͳستون های بردار خانواده نتیجه در و

𝑌 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑡
𝑠
۳𝑡

⎤
⎥
⎥
⎦

با متناظر 𝐶 ماتریس ویژه بردارهای کنند ͳم تغییر ی΋دیΎر از مستقل و آزادانه که هستند پارامتر دو 𝑡, 𝑠 آن در که

باشند. ͳم 𝜆۲ = −۲ ویژه مقدار

د) •

𝐷 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤
⎥
⎥
⎦

آوریم: ͳم بدست را 𝐷 − 𝜆𝐼 ماتریس ΁پاس

𝐷 − 𝜆𝐼 =
⎡
⎢
⎢
⎣

−𝜆 ۱ ۱

۱ −𝜆 ۱

۱ ۱ −𝜆

⎤
⎥
⎥
⎦

داریم: حال

det(𝐷 − 𝜆𝐼) = −𝜆(𝜆۲ − ۱) − (−𝜆 − ۱) + (𝜆 + ۱) = −𝜆(𝜆۲ − ۱) + ۲(𝜆 + ۱) = −(𝜆 + ۱)۲(𝜆 − ۲)
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.𝜆۲ = −۱ و 𝜆۱ = ۲ از عبارتند 𝐷 ماتریس ویژه مقادیر پس

آوریم: ͳم بدست را 𝜆۲ = −۱ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردارهای ابتدا

⎡
⎢
⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

𝑥۳

⎤
⎥
⎥
⎦

= −
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥۱

𝑥۲

𝑥۳

⎤
⎥
⎥
⎦

رسیم: ͳم زیر معادلات دستگاه به طرفین های درایه نظیر به نظیر دادن قرار تساوی با

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝑥۱ + 𝑥۲ + 𝑥۳ = ۰

𝑥۱ + 𝑥۲ + 𝑥۳ = ۰

𝑥۱ + 𝑥۲ + 𝑥۳ = ۰

:ͳستون بردارهای خانواده که شود ͳم نتیجه پس

𝑋 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑡
𝑠

−𝑡 − 𝑠

⎤
⎥
⎥
⎦

ویژه مقدار با متناظر ویژه بردارهای کنند ͳم تغییر هم از مستقل و آزادانه بصورت که هستند پارامتر دو 𝑡, 𝑠 آن در که

هستند. 𝐷 ماتریس برای 𝜆۲ = −۱

آوریم: ͳم بدست را 𝜆۱ = ۲ ویژه مقدار با متناظر ویژه های بردار حال

⎡
⎢
⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

𝑦۳

⎤
⎥
⎥
⎦

= ۲
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑦۱

𝑦۲

𝑦۳

⎤
⎥
⎥
⎦

داریم: طرفین های درایه نظیر به نظیر دادن قرار تساوی با

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

−۲𝑦۱ + 𝑦۲ + 𝑦۳ = ۰

𝑦۱ − ۲𝑦۲ + 𝑦۳ = ۰

𝑦۱ + 𝑦۲ − ۲𝑦۳ = ۰

۲𝑦۳ = 𝑦۱+𝑦۲ داریم نیز سوم معادله از و ۲𝑦۱−۴𝑦۲+۲𝑦۳ = ۰ آوریم ͳم بدست کنید ضرب ۲ در را دوم معادله طرفین

آوریم: ͳم بدست ͳقبل رابطه در اخیر رابطه این جایΎذاری با و

۲𝑦۱ − ۴𝑦۲ + 𝑦۱ + 𝑦۲ = ۰ ⇒ 𝑦۱ = 𝑦۲
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:ͳستون بردارهای خانواده پس .𝑦۱ = 𝑦۲ = 𝑦۳ آوریم ͳم بدست اول معادله در رابطه این جایΎذاری با و

𝑌 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑡
𝑡
𝑡

⎤
⎥
⎥
⎦

باشند. ͳم 𝐷 ماتریس برای 𝜆۱ = ۲ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردارهای کند تغییر آزادانه میتواند 𝑡 آن در که

است. ناپذیر وارون 𝐴 ماتریس دهید نشان باشد 𝐴 ماتریس ویژه مقدا Έی 𝜆 = ۰ اگر ١٢ سوال

ویژه مقدار Έی 𝜆 = ۰ که حال و است برقرار det(𝐴 − 𝜆𝐼) = ۰ رابطه آنگاه باشد 𝐴 ماتریس ویژه مقدار Έی 𝜆 اگر ΁پاس

ناپذیر وارون باید 𝐴 ماتریس نتیجه در و det(𝐴) = ۰ نتیجه در و det(𝐴 − ۰𝐼) = ۰ باشیم داشته باید است 𝐴 ماتریس

باشد.

Έی نبودن مستقل صورت در نه؟ یا هستند ͳخط مستقل آیا که کنید مشخص شده داده های بردار دسته از کدام هر در ١٣ سوال

کنید. پیدا آنها بین ͳبدیه نا ͳخط رابطه

الف) •

𝑥۱ = (۱, ۱, ۰), 𝑥۲ = (۰, ۱, ۱), 𝑥۳ = (۱, ۰, ۱)

باشد: برقرار زیر بصورت ͳخط رابطه Έی 𝑥(۱), 𝑥(۲), 𝑥(۳) بین کنید فرض ΁پاس

𝑐۱𝑥(۱) + 𝑐۲𝑥(۲) + 𝑐۳𝑥(۳) = (۰, ۰, ۰)

رسیم: ͳم زیر معادلات دستگاه به ها مولفه نظیر به نظیر دادن قرار تساوی با

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝑐۱ + 𝑐۳ = ۰

𝑐۱ + 𝑐۲ = ۰

𝑐۲ + 𝑐۳ = ۰

𝑐۳ = 𝑐۱ آوریم ͳم بدست و کنیم ͳم جایΎذاری سوم معادله در را حاصل 𝑐۲ = −𝑐۱ آوریم ͳم بدست دوم معادله از

جایΎذاری با و 𝑐۱ = ۰ نتیجه در و ۲𝑐۱ = ۰ آوریم ͳم بدست و کنیم ͳم جایΎذاری اول معادله در نیز را حاصل این و

نتیجه در و 𝑐۳ = ۰ آوریم ͳم بدست نیز سوم معادله در جایΎذاری با و 𝑐۲ = ۰ آوریم ͳم بدست دوم معادله در

باشند. ͳم ͳخط مستقل 𝑥(۱), 𝑥(۲), 𝑥(۳) نتیجه در و 𝑐۱ = 𝑐۲ = 𝑐۳ = ۰
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ب) •

𝑥(۱) = (۲, ۱, ۰), 𝑥(۲) = (۰, ۱, ۰), 𝑥(۳) = (−۱, ۲, ۰)

این سوم مولفه گرفتن نادیده با پس باشند. ͳم صفر با برابر آنها سوم مولفه که هستند ͳویژگ این دارای بردار سه هر ΁پاس

باشند. ͳخط وابسته باید ۱۷ مسئله بر بنا که کرد نگاه ℝ۲ در هایی بردار دید به 𝑥(۱), 𝑥(۲), 𝑥(۳) به میتوان ها بردار

است: صورت بدین 𝑥(۱), 𝑥(۲), 𝑥(۳) بین ͳبدیه غیر ͳخط رابطه Έی واق΄ در

𝑥(۱) − ۵𝑥(۲) + ۲𝑥(۳) = ۰

ج) •

𝑥(۱)(𝑡) = (𝑒−𝑡, ۲𝑒−𝑡), 𝑥(۲)(𝑡) = (𝑒−𝑡, 𝑒−𝑡), 𝑥(۳)(𝑡) = (۳𝑒−𝑡, ۰), −∞ < 𝑡 < ∞

عبارت 𝑥(۱)(𝑡), 𝑥(۲)(𝑡), 𝑥(۳)(𝑡) بین ͳبدیه غیر ͳخط رابطه Έی هستند. ͳخط وابسته نیز شده داده بردار سه این ΁پاس

از: است

𝑥(۱)(𝑡) − ۲𝑥(۲)(𝑡) + ۱
۳

𝑥(۳)(𝑡) = ۰

د) •

𝑥(۱)(𝑡) = (۲ sin 𝑡, sin 𝑡), 𝑥(۲)(𝑡) = (sin 𝑡, ۲ sin 𝑡), −∞ < 𝑡 < ∞

باشد: زیر بصورت 𝑥(۱)(𝑡), 𝑥(۲)(𝑡) بین ͳخط رابطه Έی کنید فرض ΁پاس

𝑐۱𝑥(۱)(𝑡) + 𝑐۲𝑥(۲)(𝑡) = (۰, ۰)

داریم: 𝑡 = 𝜋
۲

جایΎذاری با است. برقرار بالا تساوی 𝑡 مقادیر ͳتمام ازای به که است معنا بدان تساوی اینجا در

𝑐۱𝑥(۱)(𝜋
۲

) + 𝑐۲𝑥(۲)(𝜋
۲

) = ۰ ⇒ 𝑐۱(۲, ۱) + 𝑐۲(۱, ۲) = (۰, ۰)

شود: ͳم حاصل زیر دستگاه نتیجه در و
⎧{{
⎨{{⎩

۲𝑐۱ + 𝑐۲ = ۰

𝑐۱ + ۲𝑐۲ = ۰

این ضرایب ماتریس که میΎیریم نتیجه است ناصفر دترمینان دارای فوق دستگاه ضرایب ماتریس که آنجایی از اما

بردار دو نتیجه در است. 𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ با برابر فوق دستگاه جواب تنها نتیجه در و بوده پذیر وارون دستگاه

باشند. ͳم ͳخط مستقل 𝑥(۱)(𝑡), 𝑥(۲)(𝑡)
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دهید: نشان باشد 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 اگر ١۴ سوال

(𝐴𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝐴∗𝑦)

که شود ͳم تعریف (𝑢, 𝑣) = 𝑢∗𝑣 رابطه با مختلط های درایه با 𝑢, 𝑣 ͳستون بردار دو ͳداخل ضرب که کنیم ͳم یادآوری ΁پاس

داریم: اکنون باشد. ͳم نظر مورد ماتریس های درایه از گیری مزدوج سپس و گیری ترانهاده عمل ∗ عمل آن در

(𝐴𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑥)∗𝑦 = 𝑥∗𝐴∗𝑦 = 𝑥∗(𝐴∗𝑦) = (𝑥, 𝐴∗𝑦)

مختلط های درایه با 𝐴, 𝐵 ماتریس دو هر برای که (𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗ رابطه از اخیر های تساوی نوشتن در که کنید توجه

گردید استفاده باشد) ͳشدن تعریف 𝐴, 𝐵 ضرب باید (البته است معتبر

هستند. ͳحقیق ͳهرمیت های ماتریس ویژه مقادیر دهید نشان ١۵ سوال

𝐴∗ از منظور که 𝐴 = 𝐴∗ گاه هر نامیم ͳم ͳهرمیت را مختلط های درایه با 𝐴 ͳمربع ماتریس که کنیم ͳم یادآوری ابتدا ΁پاس

ترتیب (البته شود ͳم حاصل 𝐴 های درایه از گیری مزدوج سپس و 𝐴 ماتریس از ترانهاده گرفتن با که است ͳماتریس

کنید). اعمال را گیری ترانهاده سپس و گرفته مزدوج را 𝐴 های درایه ابتدا میتوانید ندارد. نهایی جواب در تاثیری اعمال

𝑋 مانند مختلط های درایه با ناصفر ͳستون ماتریس پس باشد. 𝐴 ͳهرمیت ماتریس ویژه مقدار Έی 𝜆 ∈ ℂ کنید فرض

که: ͳقسم به دارد وجود

𝐴𝑋 = 𝜆𝑋

گیرد ͳم ترانهاده ماتریس از سپس و مزدوج را ها درایه که ها ماتریس روی عمل همان ͳیعن ∗ عمل که می΋نیم یادآوری

آوریم: ͳم بدست کنیم. ͳم اعمال بالا رابطه بر را ∗ عمل یادآوری این با کند. ͳم صدق (𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗ رابطه در

𝑋∗𝐴∗ = 𝜆̄𝑋∗ ⇒ 𝑋∗𝐴 = 𝜆̄𝑋∗

آوریم: ͳم بدست و کرده ضرب 𝑋 در راست از را بالا تساوی طرفین اکنون

𝑋∗𝐴𝑋 = 𝜆̄𝑋∗𝑋 ⇒ 𝑋∗(𝜆𝑋) = 𝜆̄𝑋∗𝑋

نتیجه: در و

(𝜆 − 𝜆̄)𝑋∗𝑋 = ۰

به را 𝑋 ͳستون ماتریس های درایه اگر تر دقیق عبارت به باشد. ͳم 𝑋 مختلط های درایه با ماتریس نرم بیانگر 𝑋∗𝑋 اما

داشت: خواهیم آنگاه بنامیم 𝑥۱, ..., 𝑥𝑛 ترتیب

𝑋∗𝑋 = |𝑥۱|۲ + |𝑥۲|۲ + ... + |𝑥𝑛|۲
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باشیم: داشته باید نتیجه در و است ناصفر نیز 𝑋∗𝑋 که شود ͳم نتیجه است ناصفر 𝑋 که آنجایی از حال

𝜆 − 𝜆̄ = ۰ ⇒ 𝜆 = 𝜆̄

باشد. ͳحقیق عددی باید 𝜆 که دهد ͳم نتیجه این و

شده: داده بردار دهید نشان ١۶ سوال

𝑥(𝑡) = ⎡⎢
⎣

۱

۰
⎤⎥
⎦

𝑒𝑡 + ۲⎡⎢
⎣

۱

۱
⎤⎥
⎦

𝑡𝑒𝑡

کند: ͳم صدق زیر دیفرانسیل معادله در

𝑥′ = ⎡⎢
⎣

۲ −۱

۳ −۲
⎤⎥
⎦

𝑥 + ⎡⎢
⎣

۱

−۱
⎤⎥
⎦

𝑒𝑡

𝑥(𝑡) ابتدا خیر. یا شوند ͳم برابر طرف دو آیا که کنیم ͳبررس و کرده جایΎذاری طرفین در را 𝑥(𝑡) کافیست منظور بدین ΁پاس

کنیم: ͳم ͳبازنویس را

𝑥(𝑡) = ⎡⎢
⎣

𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡

۲𝑡𝑒𝑡
⎤⎥
⎦

دهیم. قرار خود درایه همان در را حاصل و دهیم انجام را گیری مشتق درایه به درایه کافیست 𝑥(𝑡) از گیری مشتق برای

داریم: پس

𝑥′(𝑡) = ⎡⎢
⎣

𝑒𝑡 + ۲𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡

۲𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡
⎤⎥
⎦

نتیجه: در و

𝑥′(𝑡) = ⎡⎢
⎣

۳𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡

۲𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡
⎤⎥
⎦

کنیم: ͳم جایΎذاری معادله راست طرف در را 𝑥(𝑡) اکنون

⎡⎢
⎣

۲ −۱

۳ −۲
⎤⎥
⎦

𝑥(𝑡) + ⎡⎢
⎣

۱

−۱
⎤⎥
⎦

𝑒𝑡 = ⎡⎢
⎣

۲ −۱

۳ −۲
⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡

۲𝑡𝑒𝑡
⎤⎥
⎦

+ ⎡⎢
⎣

۱

−۱
⎤⎥
⎦

𝑒𝑡 = ⎡⎢
⎣

۲𝑒𝑡 + ۴𝑡𝑒𝑡 − ۲𝑡𝑒𝑡

۳𝑒𝑡 + ۶𝑡𝑒𝑡 − ۴𝑡𝑒𝑡
⎤⎥
⎦

+ ⎡⎢
⎣

𝑒𝑡

−𝑒𝑡
⎤⎥
⎦

با: شود ͳم برابر حاصل که میبینیم ساده زدن جم΄ Έی با و

⎡⎢
⎣

۳𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡

۲𝑒𝑡 + ۲𝑡𝑒𝑡
⎤⎥
⎦

باشد. ͳم مذکور معادله جواب Έی 𝑥(𝑡) نتیجه در و هستند ی΋سان تساوی راست طرف و چپ طرف پس

باشند. ͳم ͳخط وابسته بردارها این دهید نشان 𝑛 < 𝑚 و باشند ℝ𝑛 عضو هایی بردار 𝑥(۱), 𝑥(۲), ..., 𝑥(𝑚) اگر ١٧ سوال
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در و است 𝑛 با برابر ℝ𝑛 بعد که چرا است. ساده حل راه دهیم جواب سوال به بخواهیم ۲ ͳعموم ͳریاض اطلاعات با اگر ΁پاس

باشد. ͳم ͳخط وابسته لزوما باشد داشته عضو 𝑛 از بیشتر که ℝ𝑛 از مجموعه زیر هر نتیجه

𝑥(۱), ..., 𝑥(𝑚) های بردار بودن ͳخط وابسته اثبات برای نمود؟ ͳبررس را سوال این توان ͳم چΎونه ͳمقدمات اطلاعات با اما

که: یافت ͳقسم به را نیستند صفر هم با ͳΎهم که 𝑐۱, ..., 𝑐𝑚 ͳحقیق اعداد باید

𝑐۱𝑥(۱) + 𝑐۲𝑥(۲) + ... + 𝑐𝑚𝑥(𝑚) = ۰

معادله 𝑛 و مجهول 𝑚 با ͳخط معادلات دستگاه Έی حل به منجر بالا رابطه 𝑥(𝑖) = (𝑥۱𝑖, 𝑥۲𝑖, ..., 𝑥𝑛𝑖) دهیم قرار اگر

گردد: ͳم

⎧{{{{{{{{
⎨{{{{{{{{⎩

𝑥۱۱𝑐۱ + 𝑥۱۲𝑐۲ + ... + 𝑥۱𝑚𝑐𝑚 = ۰

𝑥۲۱𝑐۱ + 𝑥۲۲𝑐۲ + ... + 𝑥۲𝑚𝑐𝑚 = ۰

.

.

𝑥𝑛۱𝑐۱ + 𝑥𝑛۲𝑐۲ + ... + 𝑥𝑛𝑚𝑐𝑚 = ۰

باشند. ͳم ناصفر جواب دارای همواره است آنها معادلات تعداد از بیشتر آنها مجهولات تعداد که ͳنΎهم های دستگاه

ͳان΋پل سطری شده تحویل فرم به را بالا دستگاه ضرایب ماتریس ابتدا توان ͳم بالا دستگاه حل برای تر دقیق عبارت به

است ای ͳخط معادلات دستگاه از ͳناش دستگاه های جواب دقیقا دستگاه این های جواب که آنجایی از و نمود تبدیل

توان ͳم باشد ͳم بالا معادلات دستگاه ضرایب ماتریس ͳان΋پل سطری شده تحویل ماتریس همان آن ضرایب ماتریس که

𝑥(۱), ..., 𝑥(𝑚) نتیجه در نیستند. ناصفر هم با ͳΎهم که آورد بدست بالا معادلات دستگاه برای 𝑐۱, 𝑐۲, ..., 𝑐𝑚 های جواب

باشند. ͳم ͳخط وابسته
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