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  بهترين تقريب يك بردار در يك زيرفضا
  

  با بعد متناهي باشد داراي بهترين تقريب است Wاگر 

  
  متعامد باشد αر اگ

W

v v− �
v

v�

{ ,..., }mw wα = 1 m mv x w x w= + +1 1� "

#

( , ) ( , ) ( , )v v w v w x w w− = ⇔ =1 1 1 1 10�

( , ) ( , ) ( , )m m m m mv v w v w x w w− = ⇔ =0�
#



  ضرب داخلي
 

  

  بهترين تقريب يك بردار در يك زيرفضا
  

  با بعد متناهي باشد داراي بهترين تقريب است Wاگر 

  
  متعامد باشد αاگر 

W

v v− �
v

v�

{ ,..., }mw wα = 1 m mv x w x w= + +1 1� "

( , ) ( , )

( , ) ( , )
m

m
m m

v w v w
v w w

w w w w
= + +1

1
1 1

� "



  ضرب داخلي
 

  

  بهترين تقريب يك بردار در يك زيرفضا
  

  با بعد متناهي باشد داراي بهترين تقريب است Wاگر 

  
  متعامد باشد αاگر 

W

v v− �
v

v�

{ ,..., }mw wα = 1 m mv x w x w= + +1 1� "

( , ) ( , )

( , ) ( , )
m

m
m m

v w v w
v w w

w w w w
= + +1

1
1 1

� "

( , ) ( , )m mv v w w v w w= + +1 1� "  متعامد و يكه باشدαاگر



  ضرب داخلي
 

  

  اهميت وجود يك پايه متعامد و يكه
{ ,..., }mw wα =   Wيك پايه متعامد براي  1

( , ) ( , )

( , ) ( , )
m

m
m m

v w v w
v w w

w w w w
= + +1

1
1 1

"  

  

W
v



  ضرب داخلي
 

  

  اهميت وجود يك پايه متعامد و يكه
{ ,..., }mw wα =   Wيك پايه متعامد براي  1

( , ) ( , )

( , ) ( , )
m

m
m m

v w v w
v w w

w w w w
= + +1

1
1 1

"  

{ ,..., }mw wα =   Wيك پايه متعامد و يكه براي  1

( , ) ( , )m mv v w w v w w= + +1 1 "  

W
v



  ضرب داخلي
 

  

  اهميت وجود يك پايه متعامد و يكه
  

  .هر مجموعه متعامد از بردارهاي ناصفر مستقل خطي است
  هر مجموعه متعامد و يكه مستقل خطي است

  



  ضرب داخلي
 

  

  و يكه وجود پايه متعامد
  استقرا روي بعد فضا



  ضرب داخلي
 

  

  و يكه وجود پايه متعامد
W  استقرا روي بعد فضا

{ ,..., }mw wα = 1

w1
mw



  ضرب داخلي
 

  

  و يكه وجود پايه متعامد
W  ا روي بعد فضااستقر

{ ,..., }mw wα = 1

v v− �
v

w1
mw



  ضرب داخلي
 

  

  و يكه وجود پايه متعامد
  استقرا روي بعد فضا

  

  روش گرام اشميت براي متعامد سازي
  

v

W

{ ,..., }mw wα = 1

v v− �

w1
mw



  ضرب داخلي
 

  

  )يا يك مجموعه(مكمل عمود يك فضاي برداري 

{ : }S v V v S⊥ = ∈ ⊥  

 



  ضرب داخلي
 

  

  )يا يك مجموعه(مكمل عمود يك فضاي برداري 

{ : }S v V v S⊥ = ∈ ⊥  

S⊥  زيرفضايي ازV است.  
 



  ضرب داخلي
 

  

  )يا يك مجموعه(مكمل عمود يك فضاي برداري 

{ : }S v V v S⊥ = ∈ ⊥  

S⊥  زيرفضايي ازV است.  
v, اگر v S⊥∈1 s آنگاه براي هر2 S∈ داريم  

( , ) ( , ) ( , )v v s v s v sα α+ = + =1 2 1 2 0  

 



  ضرب داخلي
 

  

  )يا يك مجموعه(مكمل عمود يك فضاي برداري 

{ : }S v V v S⊥ = ∈ ⊥  

S⊥  زيرفضايي ازV است.  
v, اگر v S⊥∈1 s آنگاه براي هر2 S∈ داريم  

( , ) ( , ) ( , )v v s v s v sα α+ = + =1 2 1 2 0  

〉S اگر ) با بعد متناهي باشد آنگاه 〈 )S S⊥ ⊥ = 〈 〉.  



  ضرب داخلي
 

  

V باشد آنگاه V زيرفضاي با بعد متناهي W اگر W W ⊥= ⊕. 
 



  ضرب داخلي
 

  

V باشد آنگاه V زيرفضاي با بعد متناهي W اگر W W ⊥= ⊕. 
 

P: عملگر V V→  است اگر وتنها اگر تصوير متعامدP P= Im و 2 kerP P⊥.  
 



  ضرب داخلي
 

  

V باشد آنگاه V زيرفضاي با بعد متناهي W اگر W W ⊥= ⊕. 
 

P: عملگر V V→  است اگر وتنها اگر تصوير متعامدP P= Im و 2 kerP P⊥.  
 

|عمود بر هم باشند، آنگاه  vو  u ر دو برداراگ | | | | |u v u v+ = +2 2 2  
 



  ضرب داخلي
 

  

V باشد آنگاه V زيرفضاي با بعد متناهي W اگر W W ⊥= ⊕. 
 

P: عملگر V V→  است اگر وتنها اگر تصوير متعامدP P= Im و 2 kerP P⊥.  
 

|عمود بر هم باشند، آنگاه  vو  u اگر دو بردار | | | | |u v u v+ = +2 2 2  

| | ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) | | | |

u v u v u v u u v v u v v u

u u v v u v

+ = + + = + + +

= + = +

2

2 2 



  ضرب داخلي
 

  

V باشد آنگاه V زيرفضاي با بعد متناهي W اگر W W ⊥= ⊕. 
 

P: عملگر V V→  است اگر وتنها اگر تصوير متعامدP P= Im و 2 kerP P⊥.  
 
} اگر ,..., }nv v1 متعامد و يكه باشد آنگاه 

| | | | | |n n nt v t v t t+ + = + +2 2 2
1 1 1" "  



  ضرب داخلي
 

  

V باشد آنگاه V زيرفضاي با بعد متناهي W اگر W W ⊥= ⊕. 
 

P: عملگر V V→ است اگر وتنها اگر عامد تصوير متP P= Im و 2 kerP P⊥.  
 
} اگر ,..., }nv v1 متعامد و يكه باشد آنگاه 

| | | | | |n n nt v t v t t+ + = + +2 2 2
1 1 1" " 

| داريم vو  u براي هر دو بردار | | | (| | | | )u v u v u v+ + − = +2 2 2 22. 
  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
V  يك فضاي ضرب داخلي وv V∈  

: ; ( ) ( , )v vf V F f u u v→ →  

  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
V  يك فضاي ضرب داخلي وv V∈  

: ; ( ) ( , )v vf V F f u u v→ →  
  

*: ; ( ) vV V v fϕ ϕ→ =  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
V  يك فضاي ضرب داخلي وv V∈  

: ; ( ) ( , )v vf V F f u u v→ →  
  

*: ; ( ) vV V v fϕ ϕ→ =  

v,هر يعني براي  .پادخطي است ϕنگاشت  v V∈1 cو  2 F∈ داريم  

( ) ( ) ( )v cv v c vϕ ϕ ϕ+ = +1 2 1 2  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
}اگر  ,..., }nv vα =   باشد آنگاه Vيك پايه براي  1

( ) ( ) ( )n n n nc v c v c v c vϕ ϕ ϕ+ + = + +1 1 1 1" "  

  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
}اگر  ,..., }nv vα =   باشد آنگاه Vيك پايه براي  1

( ) ( ) ( )n n n nc v c v c v c vϕ ϕ ϕ+ + = + +1 1 1 1" "  

ϕ نگاشتي يك به يك است.  
  
  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
}اگر  ,..., }nv vα =   آنگاهباشد  Vيك پايه براي  1

( ) ( ) ( )n n n nc v c v c v c vϕ ϕ ϕ+ + = + +1 1 1 1" "  

ϕ نگاشتي يك به يك است.  

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )v vf u f u u v u v u v v= ⇒ = ⇒ − =
1 2 1 2 1 2 0  

  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
}اگر  ,..., }nv vα =   باشد آنگاه Vيك پايه براي  1

( ) ( ) ( )n n n nc v c v c v c vϕ ϕ ϕ+ + = + +1 1 1 1" "  

ϕ نگاشتي يك به يك است.  
ϕ پوشا است.  

( ) ( ) ( )n n n n

n n

c v c v c v c v

c v c v

ϕ ϕ ϕ+ + = ⇒ + + =
⇒ + + =

1 1 1 1

1 1

0 0
0

" "
"

  



  ضرب داخلي
 

 

  ضرب داخلي و دوگاني
}اگر  ,..., }nv vα =   باشد آنگاه Vيك پايه براي  1

( ) ( ) ( )n n n nc v c v c v c vϕ ϕ ϕ+ + = + +1 1 1 1" "  

ϕ نگاشتي يك به يك است.  
ϕ پوشا است.  

( ) ( ) ( )n n n n

n n

c v c v c v c v

c v c v

ϕ ϕ ϕ+ + = ⇒ + + =
⇒ + + =

1 1 1 1

1 1

0 0
0

" "
"

  



  ضرب داخلي
 

  

W V ،⇐ *f V≠ kerWوجود دارد كه  0∋ f⊂.  
  



  ضرب داخلي
 

  

W V، ⇐ *f V≠ kerWوجود دارد كه  0∋ f⊂.  
W V ،⇐ v V∈  وجود دارد كهv W⊥  

  مد و يكه متعا هاثبات ديگري براي وجود پاي
  



  ضرب داخلي
 

  

{ ,..., }nv vα = * يكتاي يهپا⇐ V براياي  پايه 1 { ,..., }nf fα =   وجود دارد V* براي 1

( )i j ijf v δ=  



  ضرب داخلي
 

  

{ ,..., }nv vα = * يكتاي يهپا⇐ V براي اي پايه 1 { ,..., }nf fα =   وجود دارد V* براي 1

( )i j ijf v δ=  

{ ,..., }nv vα = } يكتاييه پا⇐ V براياي  پايه 1 ,..., }nu uα =   وجود دارد V براي �1

( , )i j ijv u δ=  

α آنگاه ،متعامد و يكه باشد α اگر α= �.  
  



  ضرب داخلي
 

  

Sه برای هر مجموع V⊂  

S D زير فضايی از *V و است ( )S S= 〈 〉
DD . اگربه علاوه W  زير فضايی ازV باشد، آنگاه  

dim dim dimW W V+ =D  



  ضرب داخلي
 

  

Sه برای هر مجموع V⊂  

S D زير فضايی از *V و است ( )S S= 〈 〉
DD . اگربه علاوه W  زير فضايی ازV باشد، آنگاه  

dim dim dimW W V+ =D  

Sه برای هر مجموع V⊂  مجموعه  

: } : , ( ,{ ) }{S u V u S V S uu v v⊥ ∈ ⊥ = ∈ ∀ ∈ == 0  



  ضرب داخلي
 

  

Sه برای هر مجموع V⊂  

S D زير فضايی از *V و است ( )S S= 〈 〉
DD . اگربه علاوه W ضايی از زير فV باشد، آنگاه  

dim dim dimW W V+ =D  

Sه برای هر مجموع V⊂  مجموعه  
S⊥زير فضايی از V  است و( )S S⊥ ⊥ = 〈 W به علاوه برای هر زير فضای .〈 V⊆ داريم  

dim dim dimW W V⊥ + =  



  ضرب داخلي
 

  

  

,..., ker ker ,..., { }k i k
i k

g f f f g f f g
≤

〉 ⇔ ⊆〈 〈⇔∈ 〉 ⊆1 1
D D∩  

  
,..., kv v v 〉∈ 〈 ,...,اگر و تنها اگر هر بردار عمود بر  1 kv v1  برv نيز عمود باشد.  

 



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* *:tT W V→  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* *:tT W V→  

*f T V∈D  
  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* *:tT W V→  

*f T V∈D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* *:tT W V→  

*f T V∈D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

*
V WT Tϕ ϕ−= 1 D D  
  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

* *

( )

( )

tT t

T

W V

T f

T

f

w w

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑

⎯⎯⎯→

↑  

  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

* *

( )

( )

tT t

W V

T

f T f

w T w

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

* *

( )

( )

tT t

W V

T

f T f

w T w

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

*( , ( )) ( ) ) , )( ( ) (t fv T w T f v u u w==  
  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

* *

( )

( )

tT t

W V

T

f T f

w T w

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

*( , ( )) ( )( ) ( ) ( , )tv T w T f v f u u w= =  
  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

* *

( )

( )

tT t

W V

T

f T f

w T w

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

*( , ( )) ( )( ) ( ) ( , )tv T w T f v f u u w= =  
*( , ( )) ( ) ( ( )) ( ( ),( ) ( ) )tv T w T f v f T v f T v T v w= == = D  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D  

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

* *

( )

( )

tT t

W V

T

f T f

w T w

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

*( , ( )) ( )( ) ( ) ( , )tv T w T f v f u u w= =  
*( , ( )) ( ) ( ( ),( ) ( ) ( ( ) ))tv T w T f v f T v f T v T v w= == = D  



  ضرب داخلي
 

  

( )tT f f T= D 

*

* *tT

W V

T

W V

W V

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

* *

( )

( )

tT t

W V

T

f T f

w T w

ϕ ϕ
⎯⎯⎯→

↑ ↑

⎯⎯⎯→

  

*( , ( )) ( )( ) ( ) ( , )tv T w T f v f u u w= =  
*( , ( )) ( )( ) ( ) ( ( )) ( ( ), )tv T w T f v f T v f T v T v w= = = =D  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  T الحاقي نگاشت 



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  T الحاقي نگاشت 

* * * *

* ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )

( , (

( , (

)) ( , ( )) ( , ( )

)

)

)

) (

T v w rw T v w r T v w

v T w r v T w v T w rT w

v T w rw = + = +

= + +

+

=
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2  

  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  T الحاقي نگاشت 

* * * *

* ( ( ), ) ( ( ), )

( ,

( , (

( )) ( , ( )

)) (

) ( , (

( ), )

) ( ))

T v w r T v w

v T w

v T w rw

r v T w v T

T v w r

rT

w

w w

=+ +

=

+

+ +

=

=
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
  

  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  T الحاقي نگاشت 

* * * *

*( , ( )) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ),

( , ( )) ( , ( )) ( , )

)

( ) ( )v T

v T w rw T v w rw T v w

w r v T w v T w r

r T v w

T w

+ = + =

= + =

+

+1

1 2

2

2

1

1

2

1 2  

  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  T الحاقي نگاشت 

* ** *

*( , ( )) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )

( , ( ()) ( , ( )) , ( ) ( ))

v T w rw T v w rw T v w r T v w

v T w r v T w r ww v T T=

+ = + = +

= + +
1 2 1 2 1 2

1 1 22
  

  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  T الحاقي نگاشت 

*

* * * *

( , ( )) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ) ( ))

v T w rw T v w rw T v w r T v w

v T w r v T w v T w rT w

+ = + = +

= + = +
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
  

  



  ضرب داخلي
 

  

:T V W→  
* :T W V→  
*( , ( )) ( ( ), )v T w T v w=  

  T الحاقي نگاشت 

*

* * * *

( , ( )) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ) ( ))

v T w rw T v w rw T v w r T v w

v T w r v T w v T w rT w

+ = + = +

= + = +
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