
تمرینها نهم سری

٢ عموم ریاض درس

١۴٠٠ آذرماه

تا ی آفریدگار نام به

در و 𝑓(𝑥, 𝑦) = ۲𝑥𝑦(𝑥۲ − 𝑦۲)
𝑥۲ + 𝑦۲ کنید تعریف (𝑥, 𝑦) ≠ (۰, ۰) اگر کنید: تعریف صورت بدین را 𝑓 ∶ ℝ۲ → ℝ تاب پرسش١

(𝑥, 𝑦) = (۰, ۰) نقطه در 𝜕۲𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥 و 𝜕۲𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦 محاسبه مطلوبست .𝑓(۰, ۰) = ۰ کنید تعریف نیز مبدا

یرید: ب نظر در را زیر معادلات اه دست پرسش٢
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𝑢 = 𝑥۲ + 𝑦۲

𝑣 = 𝑥۲ − ۲𝑥𝑦۲

متغیرهای بالا اه دست توسط ،𝑃 نقطه حول کنید فرض همچنین .𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = (۱, ۲, ۵, −۷) کنید فرض

نقطه در 𝑢, 𝑣 متغیرهای برحسب را 𝑥, 𝑦 دوم های مشتق تمام شوند. بیان 𝑢, 𝑣 متغیرهای از توابع برحسب 𝑥, 𝑦

بیابید. (𝑢, 𝑣) = (۵, −۷)

نقطه در 𝑢, 𝑣 متغیرهای برحسب را 𝑥, 𝑦 اول های مشتق تمام توانید م وارون تاب قضیه از استفاده با ابتدا پیشنهاد:

مقدار ذاری جای با و گرفته مشتق بار دو فوق اه دست در معادله دو هر طرفین از حال آورید. بدست (𝑢, 𝑣) = (۵, −۷)

𝑥, 𝑦 دوم مرتبه مشتقات تمام آنها حل با که رسید م خط معادلات از های اه دست یا اه دست به (𝑢, 𝑣) = (۵, −۷)

شود. م حاصل (𝑢, 𝑣) = (۵, −۷) نقطه در 𝑢, 𝑣 به نسبت

فرض باشند. پیوسته جا همه بعلاوه و داشته وجود جا همه آن دوم مرتبه مشتقات که باشد تابع 𝑓 ∶ ℝ۲ → ℝ کنید فرض پرسش٣

کند. صدق 𝑡, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ مقادیر تمام برای و ای 𝑘 > ۲ ثابت عدد ازای به 𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑡 𝑓(𝑥, 𝑦) رابطه در 𝑓 کنید

دهید: نشان

𝑥۲ 𝜕۲𝑓
𝜕𝑥۲ (𝑥, 𝑦) + ۲𝑥𝑦 𝜕۲𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑦۲𝜕۲𝑓
𝜕𝑦۲ (𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑘 − ۱)𝑓(𝑥, 𝑦)

باشد. پیوسته و موجود جا همه آن دوم مرتبه جزئ مشتقات تمام و باشد پذیر مشتق تابع 𝑓 ∶ ℝ۲ → ℝ کنید فرض پرسش۴

شود: م تعریف صورت بدین 𝑓 لاپلاسین

∇۲𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜕۲𝑓
𝜕𝑥۲ (𝑥, 𝑦) + 𝜕۲𝑓

𝜕𝑦۲ (𝑥, 𝑦)

نشان ایم. داده نمایش خود قطب فرم به را 𝑥, 𝑦 های مولفه عبارت به .𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 و 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 کنید فرض اکنون



شود: م بیان زیر ل ش به لاپلاسین ، قطب مختصات در دهید

∇۲𝑓 = 𝜕۲𝑓
𝜕𝑟۲ + ۱

𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑟 + ۱

𝑟۲
𝜕۲𝑓
𝜕𝜃۲

تعریف قبل پرسش صورت همانند لاپلاسین است، پیوسته ٢ مرتبه جزئ مشتقات با پذیر مشتق که 𝑓 ∶ ℝ۳ → ℝ تاب برای پرسش۵

و 𝑦 = 𝜌 sin 𝜑 sin 𝜃 و 𝑥 = 𝜌 sin 𝜑 cos 𝜃 یعن کنیم. م صحبت کروی مختصات در کنید فرض اکنون شود. م

بیاورید. بدست کروی مختصات در ∇۲𝑓 برای فرمول .𝑧 = 𝜌 cos 𝜑

با پذیر مشتق توابع 𝑢, 𝑣 ∶ ℝ۲ → ℝ کنید فرض .ℝ۲ روی ∇۲𝑓 = ۰ هرگاه نامیم م همساز را 𝑓 ∶ ℝ۲ → ℝ تاب پرسش۶

به هستند. برقرار ℝ۲ روی 𝜕𝑣
𝜕𝑥 = −𝜕𝑢

𝜕𝑦 و 𝜕𝑢
𝜕𝑥 = 𝜕𝑣

𝜕𝑦 های تساوی که قسم به باشند پیوسته دوم مرتبه جزئ مشتقات

است. همساز تابع نیز ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) تاب دهید نشان باشد. همساز تابع نیز 𝑓 کنید فرض علاوه

تعویض که شده درج منظور این به بیشتر تواب دوم مرتبه جزئ مشتقات بودن پیوسته فرض فوق، های مسئله در که کنید توجه

اه آن کند صدق مذکور فرض شرایط در 𝑓(𝑥, 𝑦) تاب اگر ر، دی عبارت به باشد. مجاز دوم مرتبه جزئ گیری مشتق اولویت

𝜕۲𝑥
𝜕𝑢𝜕𝑣 = 𝜕۲𝑥

𝜕𝑣𝜕𝑢 یعن تعویضکنید. ر دی ی با را 𝑢, 𝑣 به نسبت گیری مشتق که هستید مجاز نیز دوم سوال در . 𝜕۲𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦 = 𝜕۲𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
𝜕۲𝑦

𝜕𝑢𝜕𝑣 = 𝜕۲𝑦
𝜕𝑣𝜕𝑢 و

٢


