
٢ ͳریاض (٠٠ ‐ ٩٩ اول (نیمسال دهم و نهم سری تمرینات

میدان که کنید تعیین طوری را 𝐵 و 𝐴 الف) . ١ سوال

𝐹 = 𝐴𝑥𝑙𝑛(𝑧) ⃗𝑖 + 𝐵𝑦٢𝑧 ⃗𝑗 + (𝑥٢

𝑧 + 𝑦٣)𝑘⃗

باشد. پایستار

آورید. دست به را زیر مقدار ، باشد (٢, ١, ٢) به (١, ١, ١) از راست خط 𝐶 اگر ب)

∫
𝐶

٢𝑥𝑙𝑛(𝑧)𝑑𝑥 + ٢𝑦٢𝑧𝑑𝑦 + 𝑦٣𝑑𝑧

را آن میدان خطوط بΎیرید. نظر در را 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑦 ⃗𝑖 + 𝑥 ⃗𝑗 برداری میدان الف) . ٢ سوال

بیابید.

برداری میدان آیا ب)

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑦 − sin 𝑧) ⃗𝑖 + (𝑥٢

٢
− 𝑒𝑦

𝑧 ) ⃗𝑗 + (𝑒𝑦

𝑧٢ − 𝑥 cos 𝑧) 𝑘⃗

تابع Έی است مثبت جواب اگر است؟ پایستار 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∶ 𝑧 ≠ ٠} دامنه روی

بیابید. شده ذکر دامنه روی 𝐹 برای پتانسیل

روی 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ٢𝑥
𝑧

⃗𝑖 + ٢𝑦
𝑧

⃗𝑗 − 𝑥٢ + 𝑦٢

𝑧٢ 𝑘⃗ برداری میدان که دهید نشان ج)

بیابید. آن برای پتانسیل تابع Έی و است پایستار 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∶ 𝑧 ≠ ٠} دامنه

بیابید. نیز را 𝐹 میدان خطوط همچنین



بΎیرید. نظر در 𝑅٣ در را زیر معادلات با استوانه و کره . ٣ سوال

𝑥٢ + 𝑦٢ + 𝑧٢ = 𝑎٢ , 𝑥٢ + 𝑦٢ = 𝑎٢

: شود ͳم تعریف زیر صورت به استوانه و کره بین 𝑓 نگاشت

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑎𝑥
√𝑥٢ + 𝑦٢

, 𝑎𝑦
√𝑥٢ + 𝑦٢

, 𝑧)

دهید نشان باشد، شده تعریف آن برای مساحت که باشد کره روی ای ناحیه 𝑆 اگر

است. برابر هم با 𝑓(𝑆) و 𝑆 مساحت

کنید. محاسبه را 𝑓(𝑡) = ∫ ∫
(𝑥−𝑡)٢+(𝑦−𝑡)١≥٢

√𝑥٢ + 𝑦٢𝑑𝑥𝑑𝑦 نگاشت مشتق الف) . ۴ سوال

: دهیم ͳم قرار 𝑓 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑅 تابع پیوسته مشتق با پذیر مشتق نگاشت برای ب)

𝐹(𝑡) = ∫ ∫ ∫
𝑉 (𝑡)

𝑓(𝑥𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

: دهید نشان است. 𝑉 (𝑡) = [٠, 𝑡] × [٠, 𝑡] × [٠, 𝑡] آن در که

𝐹 ′(𝑡) = ٣
𝑡 (𝐹(𝑡) + ∫ ∫ ∫

𝑉 (𝑡)
(𝑥𝑦𝑧)𝑓 ′(𝑥𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧)

: دهیم ͳم قرار 𝑓 پیوسته نگاشت برای ج)

𝐺(𝑥, 𝑦) = ١
٢

∫
𝑥

٠
∫

𝑥+𝑦−𝑠

𝑠−𝑥+𝑦
𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝜕٢𝐺
𝜕𝑥٢ − 𝜕٢𝐺

𝜕𝑦٢ = 𝑓(𝑥, 𝑦) : دهید نشان

قرار ،٠ ≤ 𝑡 ≤ ١ ،𝑟(𝑡) = ٣𝑡 ⃗𝑖 + ٣𝑡٢ ⃗𝑗 + ٢𝑡٣ 𝑘⃗ خم امتداد در که را ͳسیم جرم الف) . ۵ سوال

بیابید. مͳ باشد، ١ + 𝑡 با برابر 𝑟(𝑡) نقطه در آن ͳالΎچ و دارد

رویه های مشترک فصل خم 𝐶 آن در که ∫
𝐶

√١ + ۴𝑥٢𝑧٢ 𝑑𝑠 محاسبه مطلوبست ب)

است. 𝑦 = 𝑥٢ و 𝑥٢ + 𝑧٢ = ١

𝐴𝑥+𝐵𝑦 = معادله به راست خط کل 𝐿 آن در که ∫
𝐿

𝑑𝑠
𝑥٢ + 𝑦٢ محاسبه مطلوبست ج)

است. 𝐶 ≠ ٠ با 𝐶

٢



جهت در ۴𝑥٢ + 𝑦٢ = ۴ خم 𝐶 آن در که ∫
𝐶

𝐹 ⋅ ⃗𝑑𝑟 انتگرال محاسبه مطلوبست الف) . ۶ سوال

توسط 𝐹 برداری میدان و است پادساعتگرد

𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑒𝑥 sin 𝑦 + ٣𝑦) ⃗𝑖 + (𝑒𝑥 cos 𝑦 + ٢𝑥 − ٢𝑦) ⃗𝑗

است. شده داده

نیروی میدان توسط شده انجام کار محاسبه مطلوبست ب)

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦٢ cos 𝑥 + 𝑧٣) ⃗𝑖 + (٢𝑦 sin 𝑥 − ۴) ⃗𝑗 + (٣𝑥𝑧٢ + ٢) 𝑘⃗

.٠ ≤ 𝑡 ≤ ١ ،(sin−١ 𝑡, ١ − ٢𝑡, ٣𝑡 − ١) خم امتداد در ذره ای دادن حرکت در

𝐵 = [−١, ١] × م΋عب وجه شش از متش΋ل باشد رویه ای 𝑆 کنید فرض الف) . ٧ سوال

برداری میدان باشد. برون گرا 𝑆 بر نرمال بردار جهت کنید فرض .[−١, ١] × [٠, ٢]

.∬
𝑆

𝐹 ⋅ ⃗𝑁 𝑑𝑆 محاسبه مطلوبست بΎیرید. نظر در را 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦٢𝑧 ⃗𝑖+𝑦٣ ⃗𝑗+𝑥𝑧 𝑘⃗

مͳ گذرد 𝑆 ΀سط از که 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑧, 𝑥٢𝑦, 𝑦٢𝑧 + ١) برداری میدان شار ب)

و 𝑥٢ + 𝑦٢ = ۴ و 𝑥٢ + 𝑦٢ = ١ استوانه های به محدود ناحیه مرز 𝑆 کنید. محاسبه

است. 𝑧 = ٣ و 𝑧 = ١ صفحات

است، ١ ≤ 𝑣 ≤ ٢ و ٠ ≤ 𝑢 ≤ ١ که را 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢٢, 𝑢𝑣, 𝑣٢) پارامتری رویه مساحت . ٨ سوال

نیست. انتگرال محاسبه به نیازی آورید. بدست

∫
𝐶

(𝑥 sin 𝑦٢ −𝑦٢) 𝑑𝑥+(𝑥٢𝑦 cos 𝑦٢ +٣𝑥) 𝑑𝑦 انتگرال مقدار گرین قضیۀ از استفاده با . ٩ سوال

(١, ١) و (١, −١) و (٠, −٢) راس های دارای ذوزنقه پادساعتگرد مرز 𝐶 آن در که را

بیابید. است، (٠, ٢) و

٣



و ٠ ≤ 𝑢 ≤ ١ ،𝑟(𝑢, 𝑣) = 𝑒𝑢 cos 𝑣 ⃗𝑖 + 𝑒𝑢 sin 𝑣 ⃗𝑗 + 𝑢 𝑘⃗ پارامتری رویه کل بار الف) . ١٠ سوال

شده داده 𝛿(𝑢, 𝑣) =
√

١ + 𝑒٢𝑢 رابطه توسط رویه این بر باری ͳالΎچ که ،٠ ≤ 𝑣 ≤ 𝜋

بیابید. است،

𝑥٢+𝑦٢ = ٢𝑎𝑦 استوانه درون که را 𝑥٢+𝑦٢+𝑧٢ = ۴𝑎٢ کره از قسمت آن مساحت ب)

بیابید. دارد، قرار

بیضوی استوانه درون که را 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 𝐷 صفحه از قسمت آن مساحت ج)

بیابید. دارد، قرار 𝑥٢

𝑎٢ + 𝑦٢

𝑏٢ = ١

رویه از بالا از عبور در را 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ⃗𝑖 + 𝑦 ⃗𝑗 + 𝑧٢ 𝑘⃗ برداری میدان شار الف) . ١١ سوال

بیابید. ،٠ ≤ 𝑣 ≤ 𝜋 و ٠ ≤ 𝑢 ≤ ٢ که 𝑟(𝑢, 𝑣) = 𝑢 cos 𝑣 ⃗𝑖 + 𝑢 sin 𝑣 ⃗𝑗 + 𝑢 𝑘⃗ پارامتری

پارامتری به صورت 𝑆 هموار رویه ب)

𝑟(𝑢, 𝑣) = (cos ٢𝑢)(٢ + 𝑣 cos 𝑢) ⃗𝑖 + (sin ٢𝑢)(٢ + 𝑣 cos 𝑢) ⃗𝑗 + 𝑣 sin 𝑢 𝑘⃗

میدان هر به ازای دهید نشان .٠ ≤ 𝑢 ≤ ٢𝜋 و −١ ≤ 𝑣 ≤ ١ آن در که است شده داده

داریم: 𝑆 بر 𝐹 هموار برداری

∬
𝑆

𝐹 ⋅ ⃗𝑁 𝑑𝑆 = ٠

به پیوسته به طور که است 𝑆 بر ی΋ه قائم برداری میدان Έی 𝑁 = 𝑁(𝑢, 𝑣) آن در که

دارد. ͳبستگ (𝑢, 𝑣)

برای 𝑟(𝑡) = cos 𝑡 ⃗𝑖 + sin 𝑡 ⃗𝑗 + sin ٢𝑡 𝑘⃗ خم حول را ∫
𝐶

𝐹 ⋅ ⃗𝑑𝑟 انتگرال الف) . ١٢ سوال

کنید. حساب زیر برداری میدان و ٠ ≤ 𝑡 ≤ ٢𝜋

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒𝑥 − 𝑦٣) ⃗𝑖 + (𝑒𝑦 + 𝑥٣) ⃗𝑗 + 𝑒𝑧 𝑘⃗

𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶𝑧 = 𝐷 صفحه  𝑃 آن در که ∬
𝑃

𝑑𝑆
(𝑥٢ + 𝑦٢ + 𝑧٢) ٣

٢
محاسبه مطلوبست ب)

.𝐷 ≠ ٠ و است

۴



∬
𝑆

𝐹 ⋅ ⃗𝑁 𝑑𝑆 محاسبه مطلوبست .𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ٣𝑥𝑧٢ ⃗𝑖 − 𝑥 ⃗𝑗 − 𝑦 𝑘⃗ کنید فرض الف) . ١٣ سوال

میان در و 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ ٠ که است 𝑦٢ + 𝑧٢ = ١ استوانه از قسمت آن 𝑆 آن در که

دارد. قرار 𝑥 = ١ و 𝑥 = ٠ صفحات

شعاع به ͳقرص ،𝑧 محور امتداد در محوری و (٠, ٠, 𝑏) راس با ͳمخروط قاعده ب)

برداری میدان شار است. 𝑥𝑦 صفحه در 𝑎

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 𝑦٢) ⃗𝑖 + (٣𝑥٢𝑦 + 𝑦٣ − 𝑥٣) ⃗𝑗 + (𝑧 + ١) 𝑘⃗

بیابید. را مخروط این از بالا به رو عبور در

٠ ≤ برای 𝑟(𝑡) = cos 𝑡 ⃗𝑖 + sin 𝑡 ⃗𝑗 + sin ٢𝑡 𝑘⃗ خم حول را ∫
𝐶

𝐹 ⋅ ⃗𝑑𝑟 انتگرال الف) . ١۴ سوال

کنید. محاسبه 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒𝑥 − 𝑦٣) ⃗𝑖 + (𝑒𝑦 + 𝑥٣) ⃗𝑗 + 𝑒𝑧 𝑘⃗ برداری میدان و 𝑡 ≤ ٢𝜋

دهید: نشان استوکس قضیۀ از استفاده با ب)

∫
𝐶

𝑦 𝑑𝑥 + 𝑧 𝑑𝑦 + 𝑥 𝑑𝑧 =
√

٣𝜋𝑎٢

با 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ٠ و 𝑥٢ + 𝑦٢ + 𝑧٢ = 𝑎٢ های رویه مشترک فصل خم 𝐶 آن در که

است. مناسب ͳجهت ده

𝑧 ≥ و 𝑥٢ +𝑦٢ +𝑧٢ = 𝑎٢ نیم کره 𝑆 آن در که ∬
𝑆

curl 𝐹 ⋅ ⃗𝑁 𝑑𝑆 محاسبه مطلوبست ج)

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ٣𝑦 ⃗𝑖−٢𝑥𝑧 ⃗𝑗+(𝑥٢−𝑦٢) 𝑘⃗ و است 𝑆 بر بیرون به رو ی΋ه قائم بردار 𝑁 و ٠

مͳ باشند.

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑒𝑥 ⃗𝑖 + (𝑥٢ + 𝑒𝑥) ⃗𝑗 + 𝑧٢𝑒𝑧 𝑘⃗ آن در که ∫
𝐶

𝐹 ⋅ ⃗𝑑𝑟 محاسبه مطلوبست د)

خم: 𝐶 و

𝑟(𝑡) = (١ + cos 𝑡) ⃗𝑖 + (١ + sin 𝑡) ⃗𝑗 + (١ − cos 𝑡 − sin 𝑡) 𝑘⃗

است. ٠ ≤ 𝑡 ≤ ٢𝜋 به ازای

۵



𝐶٢ و 𝑧 = ٠ و 𝑦 ≥ ٠ و 𝑥٢ + 𝑦٢ = ١ وسیله به شده داده نیم دایره 𝐶١ کنید فرض ١۵ سوال

متش΋ل خم را 𝐶 خم و باشد 𝑦 = ٠ و 𝑧 ≥ ٠ و 𝑥٢ + 𝑧٢ = ١ توسط شده داده نیم دایره

کنید فرض دهید. قرار خم این روی دلخواه جهت Έی بΎیرید. نظر در 𝐶٢ و 𝐶١ از

شده داده 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦 + ٢𝑦٢, ٢𝑥 + ۴𝑥𝑦 + ۶𝑧٢, ٣𝑥 + 𝑒𝑦) توسط 𝐹 برداری میدان

کنید. محاسبه را ∫
𝐶

𝐹 ⋅ ⃗𝑑𝑟 مسیر انتگرال استوکس قضیۀ از استفاده با باشد.

عبور مختصات مبدأ از که باشد جهت دار و ساده بسته، خم Έی 𝐶 کنید فرض . ١۶ سوال

دهید: نشان بΎیرید. نظر در را ∫
𝐶

−𝑦 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑦
𝑥٢ + 𝑦٢ انتگرال نمͳ کند.

برابر انتگرال این نباشد، 𝐶 توسط شده احاطه ناحیه درون مختصات مبدأ اگر الف)

است. صفر با

با برابر انتگرال این باشد، 𝐶 توسط شده احاطه ناحیه درون مختصات مبدأ اگر ب)

است. ٢𝜋

۶


