
٢ ͳریاض (٠٠ ‐ ٩٩ اول (نیمسال ششم و پنجم سری تمرینات

مبدأ در 𝑓:باشد شده تعریف بدین صورت ℝ٣ روی 𝑓 مقدار ͳحقیق تابع کنید فرض . ١ سوال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ضابطۀ با مختصات مبدأ از غیر نقاط در و صفر با برابر مختصات

کنید. ͳبررس را مختصات مبدأ در 𝑓 ͳپیوستگ است. شده تعریف 𝑥𝑦٢𝑧
𝑥۴ + 𝑦۴ + 𝑧۴

و 𝜕𝑓
𝜕𝑦 و 𝜕𝑓

𝜕𝑥 توابع آیا کنید. محاسبه مختصات مبدأ در را 𝑓 ͳجزئ مشتقات همچنین

مͳ باشند؟ پیوسته مختصات مبدأ در 𝜕𝑓
𝜕𝑧

دو مشترک فصل ͳمنحن روی را 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧 تابع مینیمم و ماکسیمم (الف) . ٢ سوال

آورید. بدست 𝑦٢ + 𝑧٢ = ١ و 𝑥٢ + 𝑧٢ = ١ رویه

زیر ناحیه بر را  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥 + 𝑦 + ٢𝑧 + ۴ تابع مطلق مینیمم و ماکسیمم (ب)

آورید: بدست

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ٣ ∶ 𝑥٢ + ٢𝑦٢ + ۴𝑧٢ + ٢𝑥 − ٨𝑧 ≤ ١١}.

و 𝑓(𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) = 𝑥١ + ⋯ + 𝑥𝑛 توابع مطلق مینیمم و ماکسیمم مقادیر (ج)

بدست 𝑥٢
١ + ⋯ + 𝑥٢

𝑛 = ١ کره روی بر را 𝑔(𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) = 𝑥١ + ٢𝑥٢ + ⋯ + 𝑛𝑥𝑛

آورید.

کنید تعیین ͳبه قسم را 𝑎, 𝑏, 𝑐 ثابت های 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥𝑦٢ + 𝑏𝑦𝑧 + 𝑐𝑧٢𝑥٣ تابع در . ٣ سوال

و باشد 𝑧 ها محور موازی جهت در (١, ٢, −١) نقطۀ در آن سویی مشتق ماگزیمم که

باشد. ۶۴ آن مقدار



چنان 𝑥, 𝑦 از ͳتابع حسب بر را 𝑧 مͳ توان (𝑥, 𝑦) = (١, ١) نقطۀ ͳ΋نزدی در دهید نشان . ۴ سوال

(١, ١) به Έنزدی ͳکاف به قدر (𝑥, 𝑦) هر برای زیر رابطۀ و 𝑧(١, ١) = ٠ که نمود بیان

باشد: برقرار

ln(𝑥𝑦) + ٢𝑒 𝑧
𝑥 − 𝑥٢𝑦 + 𝑥 + 𝑧 − ٢ = ٠.

را ͳبحران نقطۀ این نوع و مͳ باشد ͳبحران نقطه Έی 𝑧 برای (١, ١) نقطۀ دهید نشان

کنید. مشخص

چنان 𝑥 از ͳتابع به عنوان را 𝑦 مͳ توان 𝑥 = ٠ نقطۀ ͳΎهمسای در که دهید نشان . ۵ سوال

رابطۀ صفر به Έنزدی ͳکاف به قدر 𝑥 های به ازای و 𝑦(٠) = ٠ که گرفت نظر در

𝑦(𝑥) تیلور سری صفر مخالف اول جملۀ سه باشد. برقرار 𝑥 sin 𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥) + sin 𝑥

بیابید. را صفر حول

تابع این برای باشد. ͳم 𝑠 و 𝑢 و 𝑡 متغیرهای از ͳتابع 𝑧 متغیر زیر، روابط ترکیب با . ۶ سوال

( 𝑡, 𝑢, 𝑠 حسب بر 𝑧 رابطه آوردن دست به (نه ای زنجیره قاعده از استفاده با را 𝜕𝑧
𝜕𝑢

آورید. دست به (𝑡, 𝑢, 𝑠) = (٠, ١, −١) نقطه در را

𝑧 = 𝑥𝑦𝑢 + 𝑠𝑖𝑛(𝑢 + 𝑦 − ٣)

𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑠 + 𝑢) + 𝑠 + 𝑦٢

𝑦 = 𝑡٢ + 𝑢٢ + 𝑒𝑡

مشتق حسب بر را 𝜕٢𝑧
𝜕𝑥٢ عبارت 𝑦 = 𝑠 + 𝑡 و 𝑥 = 𝑠 + ١

𝑡 اگر 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) کنید فرض . ٧ سوال

آورید. دست به 𝑡 و 𝑠 متغیرهای به نسبت 𝑧 های

𝑧(١, ١) = ١ آن در که کند ͳم صدق 𝑧٣ −٢𝑥𝑧+𝑦 = ٠ رابطه در 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) نگاشت . ٨ سوال

کنید. محاسبه را (١, ١) نقطه در 𝑧 دوم مرتبه تیلور ای جمله چند باشد. ͳم

٢



در نقطه هر در که باشد ͳویژگ این با پذیر مشتق ͳتابع 𝑓 ∶ ℝ٢ → ℝ کنید فرض . ٩ سوال

ℝ٢ روی 𝑔 مقدار ͳحقیق تابع کنید است.فرض
√

٢ با برابر 𝑓 گرادیان بردار طول ℝ٢

را 𝑎, 𝑏 ͳحقیق باشد.اعداد شده تعریف 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥𝑦, ١
٢

(𝑥٢ − 𝑦٢)) رابطه توسط

باشد: برقرار زیر رابطه 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ هر برای که بیابید ͳقسم به

𝑎(𝜕𝑔
𝜕𝑥(𝑥, 𝑦))٢ − 𝑏(𝜕𝑔

𝜕𝑦(𝑥, 𝑦))٢ = 𝑥٢ + 𝑦٢

شده تعریف ℝ٢ روی که باشند پذیر مشتق و مقدار ͳحقیق ͳتوابع 𝑓, 𝑔 کنید فرض ١٠ سوال

مقدار ͳحقیق ͳتابع گاه هر هستند وابسته ی΋دیΎر به ͳتابع بطور 𝑓, 𝑔 اند.میΎوییم

داشته 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ هر برای که باشد موجود ͳقسم به 𝑘(𝑡) مانند ℝ روی پذیر مشتق و

دترمینان آنگاه باشند ͳتابع وابسته 𝑓, 𝑔 اگر دهید ,𝑓(𝑥.نشان 𝑦) = 𝑘(𝑔(𝑥, 𝑦)) باشیم

باشد. ͳم صفر با برابر (𝑥, 𝑦) → (𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦)) تناظر با متناظر ژاکوبی ماتریس

نشود.در صفر جا هیچ 𝜕𝑔
𝜕𝑦 و باشند ℝ٢ روی 𝐶١ کلاس از ͳتوابع 𝑓, 𝑔 کنید فرض حال

(𝑥, 𝑦) → نگاشت با متناظر ژاکوبی ماتریس دترمینان اگر دهید نشان حالت این

باشند. ͳم ͳتابع وابسته ͳموضع بطور 𝑓, 𝑔 آنگاه باشد صفر با متحد (𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦))

کند.مطلوبست ͳم صدق 𝑓(𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥٢ + 𝑦٢ + 𝑧٢) رابطه در 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) نگاشت . ١١ سوال
𝜕𝑓
𝜕𝑥 + ٢𝑧𝜕𝑓

𝜕𝑦 ≠ ٠ که ͳصورت در 𝑓 مشتقات و 𝑥, 𝑦, 𝑧 حسب بر 𝜕٢𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦 محاسبه

رابطه و کند ͳم صدق آن در 𝑝 نقطه که بΎیرید نظر در را 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ٠ معادله . ١٢ سوال

متغیر Έی، 𝑝 از ͳΎهمسای در پس است. برقرار آن برای 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑝), 𝜕𝑓

𝜕𝑦 (𝑝), 𝜕𝑓
𝜕𝑧 (𝑝) ≠ ٠

معادله در 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) کنید فرض کرد. بیان دیΎر متغیر دو حسب بر توان ͳم را

و 𝑥 = 𝑥(𝑦, 𝑧) نگاشتهای دهید نشان کند. ͳم صدق 𝜕٢𝑧
𝜕𝑥٢

𝜕٢𝑧
𝜕𝑦٢ − ( 𝜕٢𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦)٢ = ٠

عوض 𝑥, 𝑦, 𝑧 های نقش ͳکنند.(یعن ͳم صدق مشابه ای معادله در نیز 𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝑧)

شود.) ͳم

٣



شده محاط ای دایره آن وجه Έی در که بΎیرید نظر در را واحد اضلاع به م΋عبی . ١٣ سوال

و ماکزیمم است. شده محیط ای دایره مذکور) کناری(وجه های وجه از ͳ΋ی در و

آورید. دست به هم به نسبت را دایره دو فاصله مینیمم

روی را 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 نگاشت و (𝑏 << 𝑎) (
√

𝑥٢ + 𝑧٢ − 𝑎)٢ + 𝑦٢ = 𝑏٢ تراز ΀سط . ١۴ سوال

بΎیرید. نظر در تراز ΀سط این

دست به را مینیمم و ماکزیمم برای کاندید نقاط لاگرانژ ضرایب از استفاده با الف)

آورید.

ℎ(𝜃, 𝜑) = ( (𝑎+𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜑 , (𝑎+𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜑 , 𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 ) سازی پارامتری ب)

آورده دست به را 𝑔𝑜ℎ نگاشت ͳبحران نقاط بΎیرید. نظر در مذکور تراز ΀سط برای را

کنید. مشخص را آن نوع و

ℎ نگاشت توسط ب قسمت در ͳبحران نقاط تصویر چرا کنید تحقیق محاسبه با ج)

است. الف قسمت در حاصل نقاط مجموعه همان ،

۴


