
او ی  اد ب  ا
۲ ری  اض  ی ت  م  ری  ن ه  ای س  وم س  ری

پ  ای  هٔ {𝑏۱, ⋯ , 𝑏𝑛} و ،𝑘 < 𝑛 آن در ک  ه ب  اش  د، ℝ𝑛 𝑘-ب  ع  دی خ  ط  ی زی  رف  ض  ای 𝐸 ک  ن  ی  د ف  رض . ۱ م  س  ئ  ل  ه

𝑢 ق  ائ  م (ت  ص  وی  ر 𝑢′ =
𝑘

􏾜
𝑖=۱

(𝑢 ⋅ 𝑏𝑖)𝑏𝑖 ده  ی  د ن  ش  ان ،𝑢 ∈ ℝ𝑛 ب  ه ازای اس  ت. 𝐸 ب  رای ی  ک  ام  ت  ع  ام  دی

،𝑣 ∈ 𝐸 ه  ر ب  ه ازای ی  ع  ن  ی اس  ت، ع  م  ود 𝐸 ب  ر 𝑢 − 𝑢′ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝐸 ع  ن  ص  ر ی  گ  ان  ه (𝐸 ب  ر
.(𝑢 − 𝑢′) ⋅ 𝑣 = ۰

اش  ت  راک ن  ق  ط  هٔ ،𝑣 ≠ ۰ آن در ک  ه ،𝑣 راس  ت  ای ب  ر 𝑢 ∈ ℝ𝑛 ق  ائ  م ت  ص  وی  ر ده  ی  د ن  ش  ان ℝ𝑛 در . ۲ م  س  ئ  ل  ه
اس  ت. 􏾉𝑣􏽼 راس  ت خ  ط ب  ر ع  م  ود و 𝑢 از گ  ذرن  ده اب  رص  ف  ح  هٔ

ک  ن  ی  د. پ  ی  دا را ش  ده داده زی  رف  ض  ای ب  ر ش  ده داده  ن  ق  ط  هٔ ق  ائ  م ت  ص  وی  ر م  ورد ه  ر در . ۳ م  س  ئ  ل  ه

.𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۰ ص  ف  ح  هٔ و (۱, ۱, −۱) ن  ق  ط  هٔ ،ℝ۳ در آ)

.􏾉(۲,۳, −۱, ۱)􏽼 راس  ت خ  ط و (۱, −۱, ۰, ۲) ن  ق  ط  هٔ ،ℝ۴ در ب)

و ،(۳, −۱, ۰, ۲) ،(۲, ۲, −۱, ۱) ن  ق  ط  هٔ س  ه از گ  ذرن  ده ص  ف  ح  هٔ و (۱, −۱, ۰, ۲) ن  ق  ط  هٔ ،ℝ۴ در ج)
.(۲, ۰, ۱, ۰)

.𝑥۱ − 𝑥۲ + 𝑥۳ + ۲𝑥۴ + ۱ = ۰ اب  رص  ف  ح  هٔ و (۱, −۱, ۰, ۲) ن  ق  ط  هٔ ،ℝ۴ در د)

ℝ𝑛 در 𝐴۰ + 𝐴۱𝑥۱ + ⋯ + 𝐴𝑛𝑥𝑛 = ۰ اب  رص  ف  ح  هٔ از (𝑎۱, ⋯ , 𝑎𝑛) ن  ق  ط  هٔ ف  اص  ل  هٔ ده  ی  د ن  ش  ان . ۴ م  س  ئ  ل  ه
ب  ا اس  ت ب  راب  ر

|𝐴۰ + 𝐴۱𝑎۱ + ⋯ + 𝐴𝑛𝑎𝑛|

􏽯𝐴۲
۱ + ⋯ 𝐴۲𝑛

.

ده  ی  د: ن  ش  ان ℝ𝑛 در 𝑣 ≠ ۰ و 𝑢 ≠ ۰ ه  ر ب  ه ازای . ۵ م  س  ئ  ل  ه

􏵶 𝑢
|𝑢| − |𝑢|𝑣􏵶 = 􏵶 𝑣

|𝑣| − |𝑣|𝑢􏵶.

(۱,۳) ب  ر 𝑣 ب  اش  د، (۱,۳) از م  ض  رب  ی 𝑢 ک  ه ب  ی  اب  ی  د ط  وری ب  ع  دی دو ص  ف  ح  ه در را 𝑢, 𝑣 ب  ردار دو . ۶ م  س  ئ  ل  ه
.𝑢 + 𝑣 = (۱, ۲) و ب  اش  د ع  م  ود

۱



ب  رای |𝑢| ≤ |𝑢 + 𝑐𝑣| اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ع  م  ود 𝑣 ب  ر 𝑢 ده  ی  د ن  ش  ان .𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض . ۷ م  س  ئ  ل  ه
.𝑐 ∈ ℝ ه  ر

را 𝑣 ب  ردار ط  ول ب  اش  د. |𝑢 + 𝑣| = ۴ و |𝑢 − 𝑣| = ۶ ،|𝑢| = ۳ و 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض . ۸ م  س  ئ  ل  ه
ب  ی  اب  ی  د.

ب  رای 𝑥 = 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 + 𝑐𝑤 و ب  اش  ن  د ℝ𝑛 در م  ت  ع  ام  د دو ب  ه دو ب  ردار س  ه 𝑢, 𝑣, 𝑤 ک  ن  ی  د ف  رض . ۹ م  س  ئ  ل  ه
ده  ی  د: ن  ش  ان .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ

|𝑥|۲ = 𝑎۲|𝑢|۲ + 𝑏۲|𝑣|۲ + 𝑐۲|𝑤|۲

𝑥 ⋅ 𝑢 = 𝑎|𝑢|۲ , 𝑥 ⋅ 𝑣 = 𝑏|𝑣|۲ , 𝑥 ⋅ 𝑤 = 𝑐|𝑤|۲.

اس  ت. ش  ده داده ℝ𝑛 م  ت  داول پ  ای  ه در

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

م  ات  ری  س ب  ا 𝑓 ∶ ℝ۳ → ℝ۳ خ  ط  ی ن  گ  اش  ت . ۱۰ م  س  ئ  ل  ه

ب  ی  اب  ی  د. ℬ = {(۱, ۱, ۱), (۱, ۱, −۲), (−۱, ۱, ۰)} پ  ای  هٔ در را 𝑓 م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش

اس  ت: ش  ده داده زی  ر م  ات  ری  س م  ت  داول پ  ای  هٔ ب  ه ن  س  ب  ت 𝑓 ∶ ℝ۴ → ℝ۴ خ  ط  ی ن  گ  اش  ت . ۱۱ م  س  ئ  ل  ه
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۰ ۰

۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

ب  ه ن  س  ب  ت 𝑓 م  ات  ری  س  ی ن  م  ای  ش ک  ه دارد وج  ود ℝ۴ ب  رای ℬ چ  ون ی  ک  ام  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای ده  ی  د ن  ش  ان
ب  اش  د: زی  ر ب  ه ص  ورت پ  ای  ه ⎡ای  ن

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ −۱ ۰

۰ ۰ ۰ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

۲



ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر خ  ط  ی ن  گ  اش  ت . ۱۲ م  س  ئ  ل  ه

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = (𝑥 + 𝑦 − ۲𝑡, −𝑧 + ۳𝑦, 𝑥 − 𝑡, 𝑧)

آوری  د. ب  ه دس  ت آن ه  ا ب  ع  د ب  ه ه  م  راه را ن  گ  اش  ت ای  ن ت  ص  وی  ر ف  ض  ای و پ  وچ ف  ض  ای ال  ف)
آوری  د. ب  ه دس  ت را م  ت  ن  اظ  ر وی  ژه ه  ای ب  ردار و وی  ژه م  ق  ادی  ر ب)

م  ات  ری  س ت  وس  ط ک  ه ب  اش  د ℝ۳ روی خ  ط  ی ای ت  ب  دی  ل 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۳ م  س  ئ  ل  ه

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۲ ۴

−۱ −۴ −۸

۲ ۴ ۸

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ℝ۳ در ۲𝑥 + ۳𝑦 + ۵𝑧 = ۰ م  ع  ادل  ه ب  ه ص  ف  ح  ه 𝐸 اگ  ر .(𝑓(𝑋) = 𝐴𝑋 (ی  ع  ن  ی گ  ردد م  ش  خ  ص
ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را 𝑓(𝐸) ب  ع  د ب  اش  د،

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  ات  ری  س ه  ای وی  ژه ب  رداره  ای و م  ق  ادی  ر . ۱۴ م  س  ئ  ل  ه

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ −۱ ۱

۰ ۱ ۰

−۱ ۰ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

  𝐵 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ −۲ ۲

۲ −۱ ۰

۲ −۲ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب  اش  د. 𝐴 ت  ران  ه  اده 𝐴𝑡 و ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی درای  ه ه  ای ب  ا 𝑛 × 𝑛 وارون پ  ذی  ر م  ات  ری  س ی  ک 𝐴 ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۵ م  س  ئ  ل  ه
.𝜆 > ۰ آن گ  اه ب  اش  د، 𝐴𝑡𝐴 وی  ژه م  ق  دار ی  ک 𝜆 ∈ ℝ اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان

ع  م  ودن  د. ه  م ب  ر م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک م  ت  م  ای  ز وی  ژه م  ق  ادی  ر ن  ظ  ی  ر وی  ژه ب  رداره  ای ده  ی  د ن  ش  ان . ۱۶ م  س  ئ  ل  ه

اس  ت ای  ن 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 خ  ط  ی ن  گ  اش  ت ب  ودن وارون پ  ذی  ر ب  رای ک  اف  ی و لازم ش  رط ده  ی  د ن  ش  ان . ۱۷ م  س  ئ  ل  ه
ن  ب  اش  د. آن ب  رای م  ق  داری وی  ژه ص  ف  ر، ک  ه

آن گ  اه ب  اش  د م  ت  م  ای  ز ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دار وی  ژه 𝑛 دارای 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 خ  ط  ی ن  گ  اش  ت اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۱۸ م  س  ئ  ل  ه
اس  ت. م  ت  م  ای  ز راس  ت  ای وی  ژه 𝑛 دق  ی  ق  اً دارای 𝑓

،𝑛 ∈ ℤ ،𝐴𝑛 ب  رای وی  ژه ب  ردار 𝑢 ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د، 𝐴 وارون پ  ذی  ر م  ات  ری  س وی  ژه ب  ردار ی  ک 𝑢 اگ  ر . ۱۹ م  س  ئ  ل  ه
گ  ف  ت؟ م  ی ش  ود چ  ه م  ت  ن  اظ  ر وی  ژه م  ق  ادی  ر م  ورد در م  ی ب  اش  د. ن  ی  ز

۳



ه  ر درای  ه ه  ای م  ج  م  وع ک  ه ب  اش  د ن  ام  ن  ف  ی و ح  ق  ی  ق  ی درای  ه ه  ای ب  ا 𝑛 × 𝑛 م  ات  ری  س ی  ک 𝐴 ک  ن  ی  د ف  رض . ۲۰ م  س  ئ  ل  ه
اس  ت. 𝐴 وی  ژه م  ق  دار ۱ ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. ۱ آن س  ت  ون

و 𝜆۱ = ۱ وی  ژه ه  ای م  ق  دار دارای ک  ه ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی درای  ه ه  ای ب  ا ۲×۲ م  ات  ری  س ی  ک 𝐴 ک  ن  ی  د ف  رض . ۲۱ م  س  ئ  ل  ه
را 𝐴۴ + ۳𝐴 م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان ب  اش  د. 𝑒۲ = (۲, ۱) و 𝑒۱ = (۱, ۲) وی  ژه ب  ردار ه  ای ب  ا 𝜆۲ = −۱

ک  ن  ی  د. ح  س  اب

دارد وج  ود 𝑘 چ  ون ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. خ  ط  ی ن  گ  اش  ت 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض . ۲۲ م  س  ئ  ل  ه
ص  ف  ر م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  هٔ ری  ش  ه ه  ای ه  م  هٔ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ص  ف  ر ث  اب  ت ت  اب  ع 𝑓 o ⋯ o􏿅

ب  ار 𝑘

𝑓 ک  ه

ب  اش  د.

اس  ت. وارون پ  ذی  ر 𝐼 + 𝐴 ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝐴𝑛 = ۰ ،𝑛 ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض . ۲۳ م  س  ئ  ل  ه

م  س  ت  ق  ل م  ج  م  وع  ه ی  ک ℝ𝑛 در آن س  ت  ون ه  ای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت وارون پ  ذی  ر 𝐴𝑛×𝑛 ده  ی  د ن  ش  ان . ۲۴ م  س  ئ  ل  ه
ده  ن  د. ت  ش  ک  ی  ل خ  ط  ی

ن  ش  ان ب  اش  د، ف  رد 𝑛 و پ  ادم  ت  ق  ارن 𝐴𝑛×𝑛 اگ  ر .𝐴𝑇 = −𝐴 اگ  ر م  ی ن  ام  ی  م پ  ادم  ت  ق  ارن را 𝐴 م  ات  ری  س . ۲۵ م  س  ئ  ل  ه
.det 𝐴 = ۰ ده  ی  د

ک  ه ن  ح  وی ب  ه ب  اش  د 𝑛 × 𝑚 م  ات  ری  س ی  ک 𝐵 و 𝑚 × 𝑛 م  ات  ری  س ی  ک 𝐴 و ،𝑚 < 𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض . ۲۶ م  س  ئ  ل  ه
اع  ض  ای ع  ن  وان (ب  ه خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل س  ت  ون 𝑚 دارای 𝐴 م  ات  ری  س ده  ی  د ن  ش  ان .det(𝐴𝐵) ≠ ۰

اس  ت. (ℝ𝑚

ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝑛 × 𝑚 م  ات  ری  س ی  ک 𝐵 و 𝑚 × 𝑛 م  ات  ری  س ی  ک 𝐴 ،𝑚 < 𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض . ۲۷ م  س  ئ  ل  ه
.det(𝐵𝐴) = ۰

ب  رای پ  ای  ه ی  ک 􏿺(𝑡, ۱, 𝑡 − ۱, ۰), (𝑡, ۰, ۱, ۰), (۰, ۰, ۱, −۱), (۱, ۱, ۱, 𝑡)􏿽 ت  ا ب  ی  اب  ی  د ط  وری را 𝑡 م  ق  دار . ۲۸ م  س  ئ  ل  ه
ب  س  ازد. ℝ۴

آن ب  رای پ  ای  ه ی  ک اس  ت؟ ب  ع  دی چ  ن  د ℝ۵ در زی  ر ب  رداره  ای ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د خ  ط  ی ف  ض  ای زی  ر . ۲۹ م  س  ئ  ل  ه

۴



ک  ن  ی  د. م  ع  رف  ی

􏿼(۱, ۱, ۰, −۱,۳), (۱, ۱, ۱, ۱, ۱), (۱, ۰, ۰, ۲, −۳), (۱, ۱, ۰, ۱, ۰), (۱, ۱, ۰, ۱, ۰)􏿿.

ب  اش  د. (۰, ۱, ۰, ۱) و (۱, ۰, ۱, ۰) ش  ام  ل ب  ه ط  وری ک  ه ب  ی  اب  ی  د ℝ۴ ب  رای پ  ای  ه ای . ۳۰ م  س  ئ  ل  ه

ده  ی  د: ن  ش  ان ب  اش  ن  د. ℝ𝑛 از خ  ط  ی ف  ض  اه  ای زی  ر 𝐸۲ و 𝐸۱ ک  ن  ی  د ف  رض . ۳۱ م  س  ئ  ل  ه

dim (𝐸۱ + 𝐸۲) = dim (𝐸۱) + dim (𝐸۲) − dim (𝐸۱ ∩ 𝐸۲).

.𝐸۱ ∩ 𝐸۲ ≠ ۰ ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  ن  د، ℝ۹ در ۵ ب  ع  د از دو ه  ر و ب  رداری ف  ض  اه  ای زی  ر 𝐸۲ و 𝐸۱ اگ  ر . ۳۲ م  س  ئ  ل  ه

ک  ن  ی  د: ت  ع  ری  ف . ۳۳ م  س  ئ  ل  ه

𝐸 = 􏿻(𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴) ∶ 𝑥۱ + 𝑥۲ = ۰, 𝑥۳ = 𝑥۴􏿾.

پ  ای  ه ای ب  ه را آن و ک  ن  ی  د م  ع  رف  ی آن ب  رای پ  ای  ه ی  ک اس  ت. ℝ۴ خ  ط  ی ف  ض  ای زی  ر ی  ک 𝐸 ده  ی  د ن  ش  ان
ده  ی  د. گ  س  ت  رش ℝ۴ ب  رای

𝐸۲ و 􏿺(۲, ۰,۳, ۱, ۱), (۱, ۰, ۲, ۱, ۱), (۲, ۰,۳, ۱,۳)􏿽 ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ف  ض  ای زی  ر 𝐸۱ اگ  ر . ۳۴ م  س  ئ  ل  ه
ب  اش  ن  د، ℝ۵ در 􏿺(۲, ۱, ۱, ۰, ۱), (۳, ۲,۳, ۲,۳), (۱, ۱, ۱, ۱, ۱)􏿽 ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د ف  ض  ای زی  ر

ب  ی  اب  ی  د. 𝐸۱ ∩ 𝐸۲ و 𝐸۱ + 𝐸۲ ف  ض  اه  ای زی  ر ب  رای پ  ای  ه ه  ای  ی

م  ق  ط  ع ی  ک ده  ن  دهٔ ن  ش  ان 𝑥𝑦 = ۱ م  ن  اس  ب، ی  اف  ت  ه دوران م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه ی  ک در ده  ی  د ن  ش  ان . ۳۵ م  س  ئ  ل  ه
ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن ن  ی  ز را م  خ  روط  ی م  ق  ط  ع ن  وع اس  ت. م  خ  روط  ی

۵


