
 به نام خدا

 دانشگاه صنعتی شریف 

 دانشکده علوم ریاضی 

 ۹ها: تعداد سوال ۱ریاضی عمومی  

          ۱3۹8 پاییز ششم های سری تمرین

:𝑓تابع  از کتاب دکتر شهشهانی(  ۱۱3صفحه  ۱۱)سوال  (1 ℝ → ℝ .را در نظر بگیرید 

 است. 𝑓′(𝑎)حد زیر موجود و برابر  ، د پذیر باش مشتق  𝑎در   𝑓ثابت کنید اگر    )الف(

lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎 − ℎ)

2ℎ
 

 .مشتق پذیر باشد  𝑎در نقطه   𝑓رد که تابع  ، لزومی نداکه اگر این حد وجود داشته باشد نشان دهید  (ب)

,𝐹(ℎفرض کنید   پ() 𝑘)   عبارتی بر حسب دو متغیرℎ   و𝑘   باشد. منظور از 

lim
ℎ,𝑘→0+

𝐹(ℎ, 𝑘) = 𝐿 

0  اه گهر    وجود دارند که   𝛿2و    𝛿1، عددهای مثبت  𝜀مانند  هر عدد مثبت  ازای  این است که به   < ℎ < 𝛿1 

0و  < 𝑘 < 𝛿2 گاه ، آن|𝐹(ℎ, 𝑘) − 𝐿| < 𝜀 ثابت کنید اگر .𝑓′(𝑎)  حد زیر وجود  داشته باشد وجود ،

 است. 𝑓′(𝑎)با   دارد و برابر

lim
ℎ,𝑘→0+

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎 − 𝑘)

ℎ + 𝑘 
 

جموع دو کسر بنویسید و از  به صورت این کسر، آن را به شکل م 𝑓(𝑎))راهنمایی: پس از افزودن و کاستن 

 م کتاب استفاده کنید.( سودر فصل   ۹ه گزار

0فرض کنید    )ت( < ℎ < 𝑘  نشان دهید که اگر .𝑓    در نقطه𝑎   لزومی ندارد که حد زیر  ،  مشتق پذیر باشد

 وجود داشته باشد.

lim
ℎ,𝑘→0+

𝑓(𝑎 + 𝑘) − 𝑓(𝑎 + ℎ)

𝑘 − ℎ
 

 ید.(یرکتاب را در نظر بگ   ۱۱3صفحه  ۹: تابع قسمت )ت( تمرین )راهنمایی

:𝑓 نید فرض ک (کتاب دکتر شهشهانی ۱25صفحه  ۸سوال )  (2 ℝ → ℝ  پیوسته است،  پذیر تابعی مشتق

𝑓(0) = 𝑓(1) = 0 ،𝑓′(0) > 𝑓′(1)و   0 > 𝑓′(𝑥)دهید معادله   . نشان0 = دست   ]0,1[ر  د 0

 ی دارد. ه حقیقکم دو ریش

  (کتاب دکتر شهشهانی ۱3۶صفحه  ۱۴سوال ) (3



:𝑓یک بازه باز و   𝐼فرض کنید    )الف( 𝐼 → ℝ  نقطه  پذیر با مشتق پیوسته باشد و در تابعی مشتق𝑥0 ∈ 𝐼 ،

𝑓′(𝑥0) ≠ 𝐽وجود دارد که    𝑥0ل  ، حو𝐽ند  ه بازی مان. نشان دهید باز0 ⊂ 𝐼  ه  منو اگر دا𝑓    را به𝐽  دود  حم

 تابع حاصل وارون پذیر است.  کنیم

 به صورت   𝑥𝑦در صفحه  یک منحنی ب( )

{
𝑥 = 𝛼(𝑡)

𝑦 = 𝛽(𝑡)
 

,𝑥)زمان و    𝑡ت  ند. مثلا ممکن اس هست  𝑡های متغیر  تابع   𝛽و    𝛼داده شده است که   𝑦) = (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))  

پذیر با مشتق  ف شده و مشتقتعری 𝐼ه روی باز  𝛽و  𝛼باشد. حال فرض کنید  𝑡مکان یک ذره در زمان 

𝑡اند و به ازای  ته پیوس  = 𝑡0 طه درونی  ، یک نق𝐼  داشته باشیم ،𝛼′(𝑡0) ≠ 0. 

𝐽وجود دارد که   𝑡0ول  ح  𝐽ای باز چون  نشان دهید بازه  ⊂ 𝐼   مجموعهو 

{(𝑥, 𝑦) = (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))  |  𝑡 ∈ 𝐽} 
𝑦ق پذیر مانند مشتک تابع نمودار ی = 𝑓(𝑥)   است و برای𝑡 ∈ 𝐽 ،  

𝑓′(𝛼(𝑡)) =
𝛽′(𝑡)

𝛼′(𝑡)
 

 آن    یا معادل

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

. 

𝑡ه درونی گر به ازای هر نقط ا ،به همین ترتیب = 𝑡0  از𝐼  یم داشته باش𝛽′(𝑡0) ≠ حکم مشابهی بیان   0

 ثابت کنید. و 

:𝑓 و تابع ک مجموعه بازی 𝐼 فرض کنید  (نیکتاب دکتر شهشها ۱۴۶صفحه  7سوال ) (4 𝐼 → ℝ   دو بار

:′𝑓، دو تابع به این ترتیبپذیر باشد. مشتق 𝐼 → ℝ  و𝑓′′: 𝐼 → ℝ  پذیر  توان مشتق اند و می تعریف شده

ر  سه با  𝑎قطه در ن  𝑓گوییم می ،پذیر باشد مشتق  𝐼از  𝑎در نقطه  ′′𝑓. اگر باره بررسی کردرا دو ′′𝑓بودن 

:𝑓کنید تابع دهیم. فرض مایش مین 𝑓′′′(𝑎)را با  𝑎در نقطه  𝑓است و مشتق سوم پذیر مشتق 𝐼 → ℝ    

𝑎باشند که  𝐼دو نقطه از  𝑏و  𝑎، ر مشتق پذیر پیوسته باشد سه با 𝐼روی  < 𝑏 ،𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = و   0

𝑓′(𝑎) = 𝑓′(𝑏) = 𝑓′′′(𝑐)رد که  دا  وجود 𝑐مانند   𝑏و   𝑎ای بین  . ثابت کنید نقطه 0 = 0  . 

مشتق    مطرح کرد. لازم است  𝑎ای مانند  را در نقطه   𝑓ام تابع  𝑛جود مشتق مرتبه  توان و، می ین ترتیببه هم

𝑛)مرتبه   − ام  𝑛پذیر باشد. مشتق  مشتق   𝑎ه  تابع در نقط وجود داشته باشد و این    𝑎ای حول  ام روی بازه (1

 دهیم. نمایش می 𝑓(𝑛)(𝑎)را با   𝑎قطه  در ن 𝑓تابع  



:𝑓فرض کنید تابع  ℝ → ℝ  رویℝ  پذیر باشد و به ازای هر عدد صحیح مانند ای مشتق از هر مرتبه𝑚  ،

𝑓(𝑚) =  𝑆𝑘ی مانند اهی از اعداد حقیقای نامتنمجموعه  𝑘ای هر عدد طبیعی مانند . ثابت کنید به از0

𝑆𝑘 ،𝑓(𝑘)(𝑥)در   𝑥هر  وجود دارد که به ازای  = 0. 

:𝑓تابع  فرض کنید    (کتاب دکتر شهشهانی  ۱55صفحه    ۸سوال  ) (5 ℝ → ℝ    پذیر باشد و به  دو بار مشتق

𝑥  ،𝑓′′(𝑥)ازای هر   >  دار نیست.چنین تابعی از بالا کران  نیم بت ک. هدف این تمرین این است که ثا0

𝑓′(𝑥0)ه وجود دارد ک  𝑥0ای مانند فرض کنید نقطه  )الف( > lim. ثابت کنید 0
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ .

 سه کنید.( قایماس م خط میر روی دار نظایی: مقدار تابع را با مق )راهنم

𝑓′(𝑥0)ه  ک  داشته باشد وجود   𝑥0ای مانند فرض کنید نقطه ب( ) <  . ثابت کنید 0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞. 

:𝑓 (کتاب دکتر شهشهانی ۱5۶صفحه  ۱2 سوال) (6 ]0, ∞[→ ℝ پذیر است که  تابعی دوبار مشتق

𝑓′′(𝑥) > 𝑥برای هر    0 > :𝑔. تابع  0 ]0, ∞[→ ℝ    را به صورت𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑥
کنیم. نشان  تعریف می   

𝑎 در نقطه  𝑔گر مشتق ا دهید  > است. نتیجه بگیرید   𝑔نیمم موضعی برای یم یک نقطه  𝑎، ر شودصف 0

 شود.در حداکثر یک نقطه صفر می  𝑔ق  که مشت

 ت. ای داده شده اس یره دا (کتاب دکتر شهشهانی ۱۶3صفحه  3 سوال) (7

 . اردحت ممکن را دسا، مربع بیشترین محاط در این دایرههای ممستطیلثابت کنید در میان ( الف)

لاع بیشترین  الاضث متساوی ، مثلالساقین محاط در این دایرههای متساوی نید در میان مثلثکثابت  (ب)

 دارد.  مساحت ممکن را

𝑏  ،0و    𝑎های  عرض هم با  د بر  و دالان عمو د  (کتاب دکتر شهشهانی  ۱۶۴صفحه    ۱۴  سوال) (8 < 𝑎 < 𝑏 ،

ببریم.    𝑎الان به عرض  به د  𝑏الان به عرض  الت افقی از درا در ح  𝑙ل  ای به طوخواهیم میله در نظر بگیرید. می 

𝑙را پیدا کنید که اگر  𝑙0رگترین طول زب < 𝑙0ین مسائل ترسر باشد. )این مساله از معروف ، این کار می

 .(کار میسر نباشد این ها ای آن رپیدا کنید که ب هایی را باید مینیمم طول ، . در حقیقتسازی استبهینه 

عددی طبیعی باشد و تابع زیر را در نظر   𝑛فرض کنید  (کتاب دکتر شهشهانی ۱77صفحه  ۱0سوال ) (9

 بگیرید:

𝑓(𝑥) = {𝑥2𝑛 sin
1

𝑥
     𝑥 ≠ 0

0                    𝑥 = 0

 

 پذیر است و  بار مشتق  𝑛،  0در نقطه   𝑓ید تابع  ثابت کن

𝑓′(0) = 𝑓′′(0) = ⋯ = 𝑓(𝑛)(0) = 0 



𝑛)مشتق  0نقطه اما در  + عی  ماکسیمم موض نقطه  0ا ( آیکنید.فاده را است: از استقاییام ندارد. )راهنم(1

𝑓 ؟ نمودار  طوره عطف چ ؟ نقطه مینیمم موضعی چطور؟ نقطاست𝑓  کنید. را رسم 

 


