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١٣٩٣ آبان ١ :ͺتاری
دقیقه ١۵٠ : زمان
۶٠ نمره�ها: ͽجم

۱ ʣ̙و҆ی اولریاԭی اϲ̻حانϲیان�ࣶم ϓॣخ
. [٢٠نمره] .١

. [١٠نمره] (آ)

مͬ�باشد. c۰ + c۱
۱۰ +

c۲
۱۰۲ + · · ·+ cn

۱۰n برابر و است شناخته�شده گویای عدد ΁ی که ،an = c۰/c۱c۲ · · · cn کنید فرض جواب.

مͬ�کند صدق زیر رابطۀ در n ∈ N هر برای موردنظر اعشاری بسط اول. معنای

an ≤ c۰/c۱c۲ · · · cn ≤ an +
۱

۱۰n .

اشتراک که مͬ�کند ح΄م تمامیت اول اصل حال دارد. قرار n طبیعͬ عدد هر برای [an, an+ ۱
۱۰n ] بازۀ در دی·ر، عبارت به یا

و مͬ�کند. صدق بالا نامساوی�های تمام در که دارد وجود عدد ΁ی دقیقاً دی·ر، عبارت به یا است. عضوی ΁ت بازه�ها این

مͬ�شود. متبادر ذهن به c۰/c۱c۲ · · · نماد دیدن با که است معنایͬ همان این

دوم اصل بنابر است. مجموعه این برای بالا کران ΁ی اعشاری بسط این ب·یرید. نظر در را anها همۀ مجموعۀ دوم. معنای

است. c۰/c۱c۲ · · · نماد معنای برای مناسبͬ کاندیدای که دارد بالا کران کوچ΄ترین مجموعه این تمامیت

. [١٠نمره] (ب)

دهید قرار کرد. مشخص (الف) قسمت در گفته�شده معناهای از ΁ی هر با مͬ�توان را ۰/۹۹۹ · · · نماد معنͬ جواب.

an =
۹
۱۰

۹
۱۰۰ + · · ·+ ۹

۱۰ = ۱− ۱
۱۰n .

جواب پس هست بازه�ها این همۀ در ۱ عدد دارد. قرار [۱− ۱
۱۰n , ۱] دربازه�های که مͬ�گردیم عنصری ی·انه دنبال اول. معنای در

است.

کران کوچ΄ترین دهیم نشان باید است. مجموعه این برای بالا کران ΁ی ۱ عدد مͬ�کنیم. ن·اه anها مجموعۀ به دوم. معنای در

که n ∈ N دارد وجود کتاب در گزاره�ای بنابر باشد. بالا کران ΁ی α > ۰ برای ۱− α کنید فرض خلف برهان با بالاست.

هاست. an مجموعۀ برای ۱− α بودن بالا کران با تناقض این که ، ۱− ۱
۱۰n > ۱− αپس ۱۰−n < α

. [٢٠نمره] .٢

. [١٠نمره] (آ)

١



داریم: جواب.

(
√
π −

√
۳/۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵)(

√
π +

√
۳/۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵︸ ︷︷ ︸

A

) = π − ۳/۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵︸ ︷︷ ︸
B

.

پس
√
π −

√
۳/۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵ =

B

A
.

B
A
< ۱

۳×۱۰۱۰ بنابراین .A > ۲
√
۳ > ۳ طرفͬ از .B ≤ ۱۰−۱۰ پس است. اعشار رقم ١٠ تقریب با π محاسبۀ خطای B

. [١٠نمره] (ب)

مͬ�کنیم. بررسͬ جداگانه را a > ۰ و a = ۰ حالت دو است. نامنفͬ بنابراین است، نامنفͬ اعداد از دنباله�ای حد برابر a جواب.

خواهیم (N مثل عددی از بزرگ�تر nهای (یعنͬ بعد به جایͬ از ،an → ۰ این�که به توجه با ϵ > ۰ هر برای .(a = ۰) اول حالت

.√an → ۰ یعنͬ .|√an| < ϵپس است، an√نامنفͬ چون an√و < ϵ بنابراین و an < ϵ۲ داشت

داریم اما .|an − a| < ϵ
√
a بعد به جایͬ از ϵ > ۰ هر برای که مͬ�شود نتیجه an → a از .(a > ۰) دوم حالت

|
√
an −

√
a||

√
an +

√
a| = |an − a|.

بنابراین

|
√
an −

√
a| = |an − a|

|√an +
√
a|

<
ϵ
√
a√
a

< ϵ,

.√an →
√
a یعنͬ این و

. [٢٠نمره] .٣

. [۵نمره] (آ�)

است. ۴۰◦ حقیقͬ خط با زاویه�اش و ( |u| = ۱√
۲ (یعنͬ است

۱√
۲ برابر آن طول که است مختلطͬ عدد u = A۲ − A۱ جواب.

.u = ۱+i
۲ یعنͬ ۱

۲ با برابرند دو هر که
۱√
۲ sin ۴۵◦ و ۱√

۲ cos ۴۵
◦ با برابرند u موهومͬ جزء و حقیقͬ جزء پس

. [۵نمره] (ب)

برابر (۰ تا فاصله�اش (یعنͬ آن طول که است مختلطͬ عددی An−An−۱
An−۱−An−۲

مختلط، اعداد در ضرب هندسͬ اثر به توجه با جواب.

عدد و حقیقͬ محور با صورت عدد زاویۀ تفاضل حقیقͬ محور با زاویه�اش و است ۱√
۲ برابر یعنͬ مخرج، به صورت طول نسبت با

داریم: پس است. u همان نسبت این پس است. ۴۵◦ برابر که است حقیقͬ محور با مخرج

(An − An−۱) = u(An−۱ − An−۲) = u۲(An−۲ − An−۳) = · · · = un−۱.

٢



بنابراین

An = A۱ + (A۲ − A۱) + · · ·+ (An − An−۱) = ۱+ u+ · · ·+ un−۱.

. [۵نمره] (پ)

داریم: حال .zn+۱ → ۰ نتیجه در ، |zn+۱| = |z|n+۱ → پس۰ ، |z| < ۱ چون جواب.

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

۱− zn+۱

۱− z
=

۱
۱− z

lim
n→∞

(۱− zn+۱) =
۱

۱− z
(۱− lim

n→∞
zn+۱) =

۱
۱− z

. [۵نمره] (ت)

که مͬ�شود نتیجه (پ) و (ب)، (آ)، قسمت�های از جواب.

lim
n→∞

An = lim
n→∞

(۱+ u+ · · ·+ un−۱) =
۱

۱− u
=

۱
۱− ( ۱+i

۲ )
=

۲
۱− i

=
۲(۱+ i)

(۱− i)(۱+ i)
= ۱+ i

٣


