
  .اند و لزوماً به ترتيب سختی نيستند بندی شده مسائل زير بر حسب موضوع دسته
های رفع اشکال به آقايان مرتضی، فيلم،  برای گرفتن راهنمايی و يا بررسی درست بودن راه حلتان، در زمان

  .يا خزلی مراجعه کنيد ، زمانیکمالی نژاد

naفرض کنيد  .١ a→ . قرار دهيد: n
n

a a a

n
b

+ +…+
= 1 nbثابت کنيد . 2 a→.  

٢. , , ka a…1 ثبت بگيريد و قرار دهيد را اعدادی م: n nn
n ka ab = +…+1  .lim nn

b
→∞

را بر حسب  

, , ka a…1 به دست آوريد.  
٣.  

)نشان دهيد . دو تابع پيوسته باشند f2و  f1فرض کنيد    )أ  ),max ( )}{ x ff x1 و  2
( ),min ( )}{ x ff x1  .نيز پيوسته اند 2

). پيوسته باشند f3و  f2و  f1فرض کنيد    )ب  )g x  را برابر با آن عددی از بين( )f x1  و( )f x2 
)و  )f x3 ثابت کنيد . بگيريد که بين دو تای ديگر قرار داردg نيز پيوسته است. 

:د فرض کني .٤ [ , ]f a b ثابت کنيد تابع . پيوسته باشد →
max{ ( ) :) : }( f xg x ay y≤  .نيز پيوسته است =≥

)cosثابت کنيد معادلة  .٥ )x x= معادلة . ريشه دارد دقيقاً يکtan( )x x= چه طور؟ 
f:فرض کنيد  .٦ I )ثابت کنيد اگر . يک بازه است Iودی باشد که تابعی صع → )f I  نيز يک

 .پيوسته است fگاه  بازه باشد، آن
f:فرض کنيد تابع  پيوسته  .٧ ، Iهر بازة باز  يعنی برای(بازه باز ميبرد  يک هر بازه باز را به →

}مجموعة  ( ) : }f x x I∈ نشان دهيد که . )يک بازة باز استf ًتابعی يکنوا است حتما. 

)ای به شکل  جمله ثابت کنيد هر چند .٨ ) n n
nf x x aa x −
− …= + + +2 2 1

2 1 نيمم خود را  می 0
 .گيرد می

f:فرض کنيد  .٩ گيرد و  ماکزيمم خود را می fثابت کنيد . پيوسته و متناوب باشد →
 .نواخت است چنين پيوستة يک  هم

١٠.  
aنشان دهيد تابع پيوسته ای وجود ندارد که هر   )أ  عدد  nکه بار بگيرد  nرا دقيقا  ∋

 .زوجی است
 .بار بگيرد nبع پيوسته ای بسازيد که هر عدد حقيقی را فرد تا nبرای هر   )ب 

  .نشان دهيد تابع با ضابطه زير در نقاط گويا ناپيوسته است و در نقاط گنگ پيوسته است  .١١
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nفرض کنيد  .١٢ na b ba a b< …< < < <<1 1 2 ای  جمله های چند ثابت کنيد همة ريشه. 2

  زير حقيقی اند

  ( ) ( ) ) ( )() ([ ] [ ]n nx aP x x ba x b x= + +… …++ +1 12 

Kفرض کنيد  .١٣ ⊆  .دار باشد مجموعة محدب و کران يک زير 2

 .را نصف کند K مساحت هم محيط و هم خطی وجود دارد کهثابت کنيد   )أ 

يکديگر را  Kرا نصف کنند، در داخل  K) يا محيط(ثابت کنيد هر دو خطی که مساحت   )ب 
 .کنند قطع می

يا (، خطی هست که محيط 2شده در  دار داده ثابت کنيد برای هر دو شکل محدب کران  )ج 
 .کند دو را نصف می هر) مساحت

را به چهار قسمت مساوی  K) يا مساحت(ثابت کنيد دو خط عمود بر هم هستند که محيط   )د 
 .کنند تقسيم می

,فرض کنيد  .١٤ :f g )طوری باشند که  → ( )) ( ( ))f g x g f x= و معادلة 
( ( )) ( ( ))f f x g g x= ثابت کنيد معادلة . جواب داشته باشد( ) ( )f x g x= نيز جواب دارد. 

f:فرض کنيد  .١٥ )تابعی باشد که  → ( ))f f x x=  .تواند پيوسته باشد نمی fثابت کنيد . −
١٦.  

]  )أ  , ]α ∈ 0 توان گفت که به ازای هر تابع پيوستة  چه وقت می. را عددی ثابت بگيريد 1
: [ , ]f →0 )ای وجود دارد که  x، لزوماً 1 ( ))f x f x α= را  ۲.۳.۱۰مسئلة (؟ +

 )ببينيد

)اقل يکی از دو رابطة  ای وجود دارد که حد xثابت کنيد همواره   )ب  ( ))f x f x α= يا  +
( ) ( )f x f x α= +  .قرار باشند بر 1−

١٧.  
:فرض کنيد تابع   )أ  [ , )f →0 limنواخت باشد نشان دهيد حد  يک پيوستة 1 ( )

x
f x

−→1
 

 .موجود است

f:فرض کنيد   )ب  و  aثابت کنيد اعداد حقيقی . نواخت باشد يک تابع پيوستة يک →
b اند که  موجود| ( ) | | |x bf a x≤ +. 



]فرض کنيد   )ج  , ]S ⊂ 0 f:و  1 S ثابت کنيد تابع . نواخت باشد تابعی پيوستة يک →
:پيوستة  [ , ]F →0 xشود که برای هر  يافت می 1 S∈  داشته باشيم

( ) ( )F x f x=. 

:,فرض کنيد  .١٨ ( [ ])f ∩ →0 )ثابت کنيد تابع . تابعی صعودی باشد 1 ) : { ( )inf }
y x

F x f y
>

= 

 .در نقاط گنگ پيوسته است Fبه علاوه . ابعی صعودی و از راست پيوسته استت

,ثابت کنيد هر دنبالة نا متناهی مثل  .١٩ ,...xx1 ]در بازة  2 , ]0 يعنی . گرا دارد دنبالة هم يک زير 1
nn...های  انديس < <1 ,اند که دنبالة  موجود 2 ,n nx x …

1 2
را  ۲.۴.۱۲مسئلة (است  گرا هم 

 ).ببينيد

,يک دنباله مثل : راهنمايی(ارائه دهيد  ۲.۴.۱با استفاده از مسئلة قبل، اثبات ديگری از قضية  .٢٠ ,x x …1 2 
)(در نظر بگيريد که  supix ff →.( 

سئلة ارائه دهيد و مشابه م ها پيوستگی با استفاده از دنباله ، تعريف ديگری از نيم۲.۲.۱مشابه گزارة  .٢١
 .بيابيد ۲.۴.۲قبل اثبات ديگری از قضية 

:مربع واحد  :تعريف [ , ] [ , ]I ×= 0 0 f:يک تابع . را در نظر بگيريد 11 I گاه  ناميم، هر می پيوستهرا  →

,برای هر  )( yx I∈0 <و هر  0 0ε يک ،δ > )يافت شود که اگر  0 ) ( )x x y y δ− + − <2 2
0 0 ،

|آن گاه  ( , ) ( , ) |f x y f x y− <0 0 ε. 

:] مثل) پيوسته از بالا يا حتی نيم(ثابت کنيد هر تابع پيوسته   .٢٢ [ ], ,]f × →01 ماکزيمم و  10
و يک بار به روشی مشابه مسئلة  ۲.۴.۱ی مشابه اثبات قضية يک بار به روش. گيرد نيمم خود را می می
 .ثابت کنيد ۲۱

:]فرض کنيد  .٢٣ [ ], ,]f × →01  .تابعی پيوسته باشد 10

]تابع کنيد برای هر   )أ  , ]x ∈ 0 )تابع  1 ) : ( , )xf y f x y= پيوسته است. 

)ثابت کنيد تابع   )ب  ) : max{ ) [ ,( : }, ]g x f x y y ∈= 0 به اين ترتيب اثبات  .پيوسته است 1

 .ديگری از مسئلة قبل ارائه دهيد

 پيوسته باشد چه طور؟ نيم fدر صورتی که   )ج 

)فرض کنيد  .۲۴ , )f x t  که در آن[, , ]x t ∈ 0 c. تابعی پيوسته باشد 1 را  t. را عددی ثابت بگيريد ∋
)زمان در نظر بگيريد و  متغير به عنوان )g x  را به صورت زير برابر با اولين زمان برخورد باc عريف ت

  :کنيد

  ( ) : inf{ : ( , ) }g x t f x t c= =  

)تهی باشد،  infدر صورتی که مجموعة داخل  )g x  تعريف کنيد ۲را برابر با. 



تهی باشد، اينفيمم تبديل به مينيمم  نا infثابت کنيد در صورتی که مجموعة داخل   )أ 
 .شود می

 .پيوسته از پايين است  تابعی نيم gثابت کنيد   )ب 

)limفرض کنيد  .۲۵ ( ) ( ))
x
f x f

x→
+ =

0

1 limثابت کنيد . 2 ( )
x
f x

→
=

0
1. 

:فرض کنيد  .۲۶ ( , )f →0 aتابعی باشد که برای هر  1 > lim)داشته باشيم  0 )
nn

a
f

→∞
= 0

2
آيا . 

limتوان نتيجه گرفت  می ( )
x
f x

→
=

0
 ؟0

)با يک مثال نشان دهيد که از شرط  .۲۷ ( ) ( ))lim
x
f x f x

→
+ =

0
2  ۰در  fتوان نتيجه گرفت که  نمی 0

)(نشان دهيد اگر شرط . حد دارد ()f x xϕ≥ رار باشد که ق نيز برlim ( )
x

xϕ
→

=
0

، آنگاه می توان 0

limنتيجه گرفت  ( )
x
f x

→
=

0
0. 

f:فرض کنيد  .۲۸ )تابعی صعودی باشد که  → )
lim

( )x

f x
f x→∞

=
2 cثابت کنيد برای هر . 1 > 0 

)نيز  )
lim

( )x

f cx
f x→∞

= 1. 

limفرض کنيد  .۲۹ ( )
x
f x
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0
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f x f x
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−
=

0

2 )ثابت کنيد . 0 )
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=
0

0. 

(تعريف کنيد  .۳۰ : lim( ( )
y x

f x f y
+

+

→
(و  = : lim( ( )

y x
f x f y

−→

− تابعی صعودی  fفرض کنيد  .=

 .باشد

f)(ثابت کنيد   )أ  x+  موجود است و) inf( ( )
y x

f x f y+

>
f)(حکم مشابهی را برای . = x− 

))چنين ثابت کنيد  هم. ثابت کنيد ) ) ( )f xf xx f− +≤ ≤ 

lim)ثابت کنيد   )ب  ) ( )
x x

f x f x
+

− +

→
=

0
lim)و  0 ) ( )

x x
f x f x

−

−

→

+ =
0

0.  
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