üóŚãŮ ĆÞÆŞ

:(Middle) ôďŚúİ ýÂĺ

üÚţĺĄČŢ ø À§ ,âŞŚŮ

I üõĄÞä üőŚþď ÛŐŚÆõ

.f(0) = f(1) Ćî ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ üãŞŚŮ f : [0, 1] → R ÀČĂî ŋÂê -1

.f(x) = f ( x + 1 2 ) Ćî 0 < x ≤ 1 2 Ćî ćďŘć ćĄŻø x ÀĂœŚõ ýćÀä ÀČĂî ťŞŚŹ ( ÓóŘ

Ćî 0 < x ≤ n − 1 n Ćî ćďŘć ćĄŻø x ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ ,n ÀĂœŚõ üãČśÏ ćÀä Âû ýŘÂŞ ÀČĂî ťŞŚŹ ( Š

.f(x) = f ( x + 1 n )

ÀČĂî ťŞŚŹ .x_1, . . . , x_n ∈ [a, b] ø ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ [a, b] ýùěŚŞ ýø ď f âŞŚŮ ÀČĂî ŋÂê -2

Ćî ćďŘć ćĄŻø A ÀĂœŚõ [a, b] ýùěŚŞ ďć ýŘĆÎÖœ ( ÓóŘ

f(A) = 1 n ( f(x_1) + · · · + f(x_n) ) . Ćî ćďŘć ćĄŻø G ÀĂœŚõ [a, b] ýùěŚŞ ďć ýŘĆÎÖœ ,ÀłŚŞ üÔĂõŚœ f ÂðŘ ( Š

f(G) =^n √ f(x_1) · · · f(x_n).

Ćî ćďŘć ćĄŻø H ÀĂœŚõ [a, b] ýùěŚŞ ďć ýŘĆÎÖœ ,ÀłŚŞ üÔĂõŚœ f ÂðŘ ( Ť

f(H) = n 1 f(x_1)

+ · · · + 1 f(x_n) .

ÂþÁŢöø ďŘø f ÀþÂČÚŞ ĆźČţœ öŊ ěŘ ,ťĺŘ ýćĄãň ŘfÀČîŘ f âŞŚŮ ÀČûć öŚÈœ f(x) = x + ⌊x⌋ ÀČûć ďŘÂì -3

.ÀþďøŊ ťĺćĆŞ Řď öŊ ćÂŞ ø ĆĂõŘć ø ùćÂî ĆśĺŚ¡õ Řď f^{−1} ,ťĺŘ

Œþ

,n À Ă œŚ õ ü ã Č ś Ï ćÀ ä Â û ýŘěŘĆ Ş À Č Ă î ŋÂ ê .À łŚ Ş Ś þĄ ðŚ œ ø ť ś ů õ ýćÀ ä x À Č Ă î ŋÂ ê -4 .x_n = nx − ⌊nx⌋ .x_m ≠ x_n ,m ≠ n ÂðŘ ø 0 ≤ x_n < 1 ÀČĂî ťŞŚŹ ( ÓóŘ Ć î À œďŘć ćĄ Żø n ø m À Ă œŚ õ ü ã Č ś Ï ýćŘÀ äŘ ,δ À Ă œŚ õ ť ś ů õ ćÀ ä Â û ýŘěŘĆ Ş À Č Ă î ť ŞŚ Ź ( Š .0 < |x_m − x_n| < δ .0 < x_p < δ Ćî ćďŘć ćĄŻø p ÀĂœŚõ üãČśÏ ýćÀä ,δ ÀĂœŚõ üãČśÏ ćÀä Âû ýŘěŘĆŞ ÀČĂî ťŞŚŹ ( Ť ÀĂœŚõ üãČśÏ ýćÀä ,δ ÀĂœŚõ ťśůõ ćÀä Âû ø c ÀĂœŚõ [0, 1] ýùěŚŞ ďć ćÀä Âû ýŘěŘĆŞ ÀČĂî ťŞŚŹ ( Ű .x_q ∈ (c − δ, c + δ) Ćî ćďŘć ćĄŻø q .ÀłŚŞ üóøÃœ ŘfÀČîŘ âŞŚŮ Œþ ÀœŘĄŮüÞœ f ∘ f ÀČûć öŚÈœ ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ âŞŚŮ Œþ f : R → R ÂðŘ -5 Ćî ýďĄÏĆŞ c ∈ [0, 1] ćďŘć ćĄŻø ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ üãŞŚŮ f : [0, 1] → [0, 1] ÀČĂî ŋÂê -6 .f(c) = c Ćî ýďĄÏĆŞ c ∈ [0, 1] ćďŘć ćĄŻø ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀłŚŞ ýćĄãň üãŞŚŮ f : [0, 1] → [0, 1] ÀČĂî ŋÂê -7 .f(c) = c .f(x_0) = x_0 Ćî ćďŘć ćĄŻø x_0 ÀĂœŚõ ýŘĆÎÖœ ÀČûć öŚÈœ ÀłŚŞ üóøÃœ f : R → R ÂðŘ -8 ,f(x) = g(x) ÝČłŚŞ ĆţłŘć x ∈ Q Âû ýŘÂŞ ÂðŘ .ÀĂłŚŞ R ĆŞ R ěŘ ĆţĺĄČŢ âŞŚŮ øć g ø f ÀČĂî ŋÂê -9 .f(x) = g(x) ÝþďŘć x ∈ R Âû ýŘÂŞ ÀČĂî ťŞŚŹ âŞŚŮ -10 f(x) =

0 sin x = 0 1 sin x > 0 −1 sin x < 0 üĺď ÂŞ ,x ∈ Z ,kπ ŕŚÖœ ďć Řď f âŞŚŮ SSČþŚŢ ěŘ üÚţĺĄČŢÝČœ ø ĎŚŞ ěŘ üÚţĺĄČŢÝČœ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď .ÀČĂî .ťĺŘ ùÀł ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄňĆŞ α : R → R âŞŚŮ -11 α(x) = { 1 2k ≤ x < 2k + 1 0 2k + 1 ≤ x < 2k

(k ∈ Z) .ÀČĂî üĺď ÂŞ ,x ∈ Z ,k ýĆÎÖœ ďć Řď α âŞŚŮ SSČþŚŢ ěŘ üÚţĺĄČŢÝČœ ø ĎŚŞ ěŘ üÚţĺĄČŢÝČœ :ťĺŘ ùÀł ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄňĆŞ F_c : R → R âŞŚŮ .ťĺŘ ÂÔň ÂČè ø üÖČÖ§ ýćÀä c -12

øć

F_c(x) = { x^2 x < 0 x^2 + c x ≥ 0 ýùěŚŞ ýø ď F_c âŞŚŮ ÝÞČĂČõ Śþ ÝÞČÆîŚõ ćĄŻø .ÀČĂî üĺď ÂŞ Řď 0 ýĆÎÖœ ďć F_c âŞŚŮ üÚţĺĄČŢÝČœ .ÀČĂî üĺď ÂŞ ÃČœ Řď [−1, 1] ťŞŚŹ ćÂČð ďŘÂì âŞŚŮ ćÂŞ ďć f(b) ø f(a) SSČŞ ÂþćŚÖõ ôŚÞŮ ø ÀłŚŞ ŘĄĂØþ [a, b] ýùěŚŞ ýø ď f(x) âŞŚŮ ÂðŘ -13 .ťĺŘ ĆţĺĄČŢ f ÀČĂî .ÀČŞŚČŞ Řď Âþě ćøÀ§ -14 (x > 1) , lim_{n→∞}

⌊x⌋ + · · · + ⌊x^n⌋ x^n

(Š lim_{n→∞}

⌊x⌋ + · · · + ⌊nx⌋

n^2

(ÓóŘ

:ÝČłŚŞ ĆţłŘć ,x, y ∈ R Âû ýŘÂŞ ø f : R → R ÀČĂî ŋÂê -15 f(x + y) = f(x) + f(y) .ťĺŘ ĆţĺĄČŢ R ýø ď f ÀČûć öŚÈœ ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ ÂÔň ýĆÎÖœ ďć f ÂðŘ ø ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ [a, +∞) ýĆČ§Śœ ďć f(x) âŞŚŮ ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ -16 lim x→+∞

f(x) = l < ∞ .ťĺŘ ďŘćöŘÂî ëĄê ýĆÜňŚê ďć f(x) ŰďĄň öŊ ďć ćĄŻø c ∈ [a, b] ĆÎÖœ ÀČûć öŚÈœ .ÀĂţÆû x_1, x_2, . . . , x_n ∈ [a, b] ø ĆţĺĄČŢ üãŞŚŮ f : [a, b] → R -17 Ćî ćďŘć 1 2 n(n + 1)f(c) = f(x_1) + 2f(x_2) + · · · + nf(x_n).

Ý Č łŚ Ş Ć ţ łŘć x ∈ [0, 1] Â û ýŘÂ Ş À Č Ă î ŋÂ ê .ť ĺŘ ŋø Â Ô õ [0, 1] ýĆ Ă õŘć Ś Ş f Ć ţ ĺĄ Č Ţ â ŞŚ Ů -18 .ťĺŘ ťŞŚŹ üãŞŚŮ f Ćî Àûć öŚÈœ .f(x) = f(x^2) üÖČÖ§ ćŘÀäŘ -19 a_1 < b_1 < a_2 < b_2 < · · · < a_n < b_n ýŘĆÜÞŻÀĂİ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀœŘŋø ÂÔõ P (x) = (x + a_1)(x + a_2) · · · (x + a_n) + (x + b_1)(x + b_2) · · · (x + b_n) .ťĺŘ üÖČÖ§ ýĆÈþď n ýŘďŘć

Ćĺ