
üó�ã� �ÞÆ�

:(Middle) ô¤�ú� ýÂ¨

üÚµ¨��� ø À� ,â���

I üõ�Þä ü®�þ¤ Û��Æõ

.f(0) = f(1) �î Àª�� �µ¨��� üã��� f : [0,1] → R À��î Âê -1

.f(x) = f
(
x +

1

2

) �î 0 < x ≤ 1

2
�î ¢¤�¢ ¢��ø x À�÷�õ ý¢Àä À��î ´��� ( Óó�

�î 0 < x ≤ n − 1

n
�î ¢¤�¢ ¢��ø x À�÷�õ ý��ÎÖ÷ ,n À�÷�õ üã�±Ï ¢Àä Âû ý�Â� À��î ´��� ( �

.f(x) = f
(
x +

1

n

)

À��î ´��� .x1, . . . , xn ∈ [a, b] ø Àª�� �µ¨��� [a, b] ýù¥�� ýø¤ f â��� À��î Âê -2

�î ¢¤�¢ ¢��ø A À�÷�õ [a, b] ýù¥�� ¤¢ ý��ÎÖ÷ ( Óó�

f(A) =
1

n

(
f(x1) + · · · + f(xn)

)
.

�î ¢¤�¢ ¢��ø G À�÷�õ [a, b] ýù¥�� ¤¢ ý��ÎÖ÷ ,Àª�� üÔ�õ�÷ f Âð� ( �

f(G) = n
√

f(x1) · · · f(xn).

�î ¢¤�¢ ¢��ø H À�÷�õ [a, b] ýù¥�� ¤¢ ý��ÎÖ÷ ,Àª�� üÔ�õ�÷ f Âð� ( �

f(H) =
n

1

f(x1)
+ · · · + 1

f(xn)

.

ÂþÁ�öø¤�ø f ÀþÂ�Ú� �¹�µ÷ ö� ¥� ,´¨� ý¢�ã¬ �fÀ�î� f â��� À�û¢ ö�È÷ f(x) = x + bxc À�û¢ ¤�Âì -3

.Àþ¤ø� ´¨¢�� �¤ ö� ¢Â� ø ��õ�¢ ø ù¢Âî �±¨�½õ �¤ f−1 ,´¨�

×þ



,n À � ÷� õ ü ã � ± Ï ¢À ä Â û ý�¥�� � À � � î Â ê .À ª� � � þ� ð� ÷ ø ´ ± · õ ý¢À ä x À � � î Â ê -4

.xn = nx − bnxc

.xm 6= xn ,m 6= n Âð� ø 0 ≤ xn < 1 À��î ´��� ( Óó�

� î À ÷¤�¢ ¢��ø n ø m À � ÷� õ ü ã � ± Ï ý¢�Àä� ,δ À � ÷� õ ´ ± · õ ¢Àä Â û ý�¥�� � À � � î ´ �� � ( �

.0 < |xm − xn| < δ

.0 < xp < δ �î ¢¤�¢ ¢��ø p À�÷�õ üã�±Ï ý¢Àä ,δ À�÷�õ üã�±Ï ¢Àä Âû ý�¥��� À��î ´��� ( �

À�÷�õ üã�±Ï ý¢Àä ,δ À�÷�õ ´±·õ ¢Àä Âû ø c À�÷�õ [0,1] ýù¥�� ¤¢ ¢Àä Âû ý�¥��� À��î ´��� ( �

.xq ∈ (c − δ, c + δ) �î ¢¤�¢ ¢��ø q

.Àª�� üóøÃ÷ �fÀ�î� â��� ×þ À÷���üÞ÷ f ◦ f À�û¢ ö�È÷ Àª�� �µ¨��� â��� ×þ f : R → R Âð� -5

�î ý¤�Ï�� c ∈ [0,1] ¢¤�¢ ¢��ø À��î ´��� .Àª�� �µ¨��� üã��� f : [0,1] → [0,1] À��î Âê -6

.f(c) = c

�î ý¤�Ï�� c ∈ [0,1] ¢¤�¢ ¢��ø À��î ´��� .Àª�� ý¢�ã¬ üã��� f : [0,1] → [0,1] À��îÂê -7

.f(c) = c

.f(x0) = x0 �î ¢¤�¢ ¢��ø x0 À�÷�õ ý��ÎÖ÷ À�û¢ ö�È÷ Àª�� üóøÃ÷ f : R → R Âð� -8

,f(x) = g(x) Ý�ª�� �µª�¢ x ∈ Q Âû ý�Â� Âð� .À�ª�� R �� R ¥� �µ¨��� â��� ø¢ g ø f À��îÂê -9

.f(x) = g(x) Ýþ¤�¢ x ∈ R Âû ý�Â� À��î ´���

â��� -10

f(x) =





0 sin x = 0

1 sin x > 0

−1 sin x < 0

ü¨¤Â� ,x ∈ Z ,kπ ¯�Ö÷ ¤¢ �¤ f â��� ß�þ�� ¥� üÚµ¨���Ý�÷ ø ��� ¥� üÚµ¨���Ý�÷ .ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤

.À��î

.´¨� ùÀª ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� α : R → R â��� -11

α(x) =
{
1 2k ≤ x < 2k + 1

0 2k + 1 ≤ x < 2k
(k ∈ Z)

.À��î ü¨¤Â� ,x ∈ Z ,k ý�ÎÖ÷ ¤¢ �¤ α â��� ß�þ�� ¥� üÚµ¨���Ý�÷ ø ��� ¥� üÚµ¨���Ý�÷

:´¨� ùÀª ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬�� Fc : R → R â��� .´¨� ÂÔ¬ Â�è ø üÖ�Ö� ý¢Àä c -12

ø¢



Fc(x) =

{
x2 x < 0

x2 + c x ≥ 0

ýù¥�� ýø¤ Fc â��� ÝÞ���õ �þ ÝÞ�Æî�õ ¢��ø .À��î ü¨¤Â� �¤ 0 ý�ÎÖ÷ ¤¢ Fc â��� üÚµ¨���Ý�÷

.À��î ü¨¤Â� Ã�÷ �¤ [−1,1]

´��� ¢Â�ð ¤�Âì â��� ¢Â� ¤¢ f(b) ø f(a) ß�� Âþ¢�Öõ ô�Þ� ø Àª�� ���Øþ [a, b] ýù¥�� ýø¤ f(x) â��� Âð� -13

.´¨� �µ¨��� f À��î

.À����� �¤ Âþ¥ ¢øÀ� -14

(x > 1) , lim
n→∞

bxc + · · · + bxnc
xn

(� lim
n→∞

bxc + · · · + bnxc
n2

(Óó�

:Ý�ª�� �µª�¢ ,x, y ∈ R Âû ý�Â� ø f : R → R À��î Âê -15

f(x + y) = f(x) + f(y)

.´¨� �µ¨��� R ýø¤ f À�û¢ ö�È÷ Àª�� �µ¨��� ÂÔ¬ ý�ÎÖ÷ ¤¢ f Âð�

ø Àª�� �µ¨��� [a, +∞) ý����÷ ¤¢ f(x) â��� Âð� À��î ´��� -16

lim
x→+∞

f(x) = l < ∞

.´¨� ¤�¢ö�Âî ë�ê ý�Ü¬�ê ¤¢ f(x) �¤�¬ ö� ¤¢

¢��ø c ∈ [a, b] �ÎÖ÷ À�û¢ ö�È÷ .À�µÆû x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b] ø �µ¨��� üã��� f : [a, b] → R -17

�î ¢¤�¢

1

2
n(n + 1)f(c) = f(x1) + 2f(x2) + · · · + nf(xn).

Ý �ª� � � µ ª�¢ x ∈ [0,1] Â û ý�Â � À � � î Âê .´¨� øÂÔ õ [0,1] ý�� õ�¢ � � f � µ¨� � � â �� � -18

.´¨� ´��� üã��� f �î Àû¢ ö�È÷ .f(x) = f(x2)

üÖ�Ö� ¢�Àä� -19

a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < an < bn

ý��ÜÞ�À�� �î À��î ´��� .À÷�øÂÔõ

P (x) = (x + a1)(x + a2) · · · (x + an) + (x + b1)(x + b2) · · · (x + bn)

.´¨� üÖ�Ö� ý�Èþ¤ n ý�¤�¢

�¨


