üóŚãŮ ĆÞÆŞ

(Hard) ôďŚúİ ýÂĺ

ýùćøÀ¡õ ěŘ ŽďŚą ÃČœ ø ÀłŚŞüõ ýďŚØţŞŘ ÛŐŚÆõ Û§ ĆŞ ÀĂõĆìĚä öŚþĄźÈœŘć ĆŞ ŕĄŞÂõ ÛŐŚÆõ ěŘ Ćţĺć SSþŘ

Û§ ýŚûğĚî ďć üÜŐŚÆõ SSČĂİ ŘÁó ,ÀłŚŞüÞœ üõŘÃóŘ ôĄÞä ýŘÂŞ ŚúœŊ Û§ ø ťĺŘ üõĄÞä üőŚþď ğďć

.ćĄłüÞœ Û§ SSþÂÞŮ

üÚţĺĄČŢ ø À§ ,âŞŚŮ

I üõĄÞä üőŚþď ÛŐŚÆõ

âŞŚŮ ÀČûć öŚÈœ -1

f(x) = 1 n x = m n , n ∈ N, (m, n) = 1

0 x ∈ R − Q .ťĺŘ ĆţĺĄČŢ ,ŚþĄðŚœ ýĆÎÖœ Âû ďć ø ĆţĺĄČŢŚœ ,ŚþĄð ýĆÎÖœ Âû ďć

.ćÂČÚŞ ďŚŞøć ŚfÖČìć Řď ľćÂŞ ďć ďŘÀÖõ Âû Ćî ćďŘÀœ ćĄŻø R ýø ď ýŘ ĆţĺĄČŢ âŞŚŮ žČû ÀČĂî ťŞŚŹ -2

ýŘěŘĆŞ ÀČĂî ťŞŚŹ .f ( f ( f(x) )) = x ,x ∈ R Âû ýŘěŘĆŞ ø ùćĄŞ ĆţĺĄČŢ üãŞŚŮ f : R → R ÀČĂî ŋÂê -3

.f(x) = x ,x ∈ R Âû

.ťĺŘ ĆţĺĄČŢ üãŞŚŮ f(x) ćÂŞ ýø ď f^{−1} ùŚÚœŊ ÀłŚŞ Œþ ĆŞ Œþ ø ĆţĺĄČŢ [a, b] ýùěŚŞ ďć f âŞŚŮ ÂðŘ -4

.ÀĂî ëÀň Âþě ÍþŘÂł ďć ø ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ f : [0, 1] → R âŞŚŮ ÀČĂî ŋÂê -5

.f(x) ≥ 0 ,x ∈ [0, 1] Âû ýŘÂŞ ( ÓóŘ

f(1) = 1 ( Š

Œþ

:ÝČłŚŞ ĆţłŘć ùŚÚœŊ x + y ∈ [0, 1] Ćîx, y ∈ [0, 1] Âû ýŘÂŞ ( Ť

f(x) + f(y) ≤ f(x + y)

.f(x) ≤ cx Ćî ÀČŞŚČŞ Řď c SSþÂţØİĄî

üĂãþ ťĺŘ x_0 ÀĂœŚõ ťŞŚŹ ýŘĆÎÖœ ýŘďŘć Ćî ùćĄŞ Œþ ĆŞ Œþ ø ĆţĺĄČŢ üãŞŚŮ f : R → R ÀČĂî ŋÂê -6

x ∈ R Âû ýŘěŘĆŞ ÀČĂî ťŞŚŹ f ( 2x − f(x) ) = x ÝČłŚŞ ĆţłŘć x ∈ R Âû ýŘěŘĆŞ ÂðŘ ,f(x_0) = x_0

.f(x) = x ÝþďŘć

ÝČłŚŞ ĆţłŘć a ≤ x ≤ y ≤ b Âû ýŘěŘĆŞ ø ùćĄŞ [a, b] ýĆÜňŚê ýø ď ďŘćöŘÂî üãŞŚŮ f ÀČĂî ŋÂê -7

.ťĺŘ ĆţĺĄČŢ x ďć f(x) ,x ∈ (a, b) Âû ýŘěŘĆŞ ÀČĂî ťŞŚŹ f

( x + y 2 ) ≤ f(x) + f(y) 2 f( √ x^2 + y^2) = f(x)f(y) ÝČłŚŞ ĆţłŘć x, y ∈ R Âû ýŘěŘĆŞ ø ùćĄŞ ĆţĺĄČŢ R ýø ď f(x) ÀČĂî ŋÂê -8

.ÀþďøŊ ťĺćĆŞ Řď f(x) ýĆÎŞŚő

:ÝČłŚŞ ĆţłŘć x, y ∈ R Âû ýŘěŘĆŞ ĆîýďĄÏĆŞ ÀČĂî SSČČãŮ Řď ,f(x) ĆţĺĄČŢ âŞŘĄŮ ôŚÞŮ -9

f(x + y) + f(x − y) = 2f(x)f(y)

ťĺŘ ĳČ¡ň ýĆÈþď øć ýŘďŘć x^3 − x + a ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŊ ýŘěŘĆŞ Ćî a ĳČ¡ň ćÀä ŚúĂŮ ÀČĂî ťŞŚŹ -10

.ÀłŚŞüõ a = 0

ĆţłŘć x > 0 Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ýďĄÏĆŞ ÀłŚŞ ýćĄãň ŘfÀČîŘ âŞŚŮ Œþ f : (0, +∞) → R ÀČĂî ŋÂê -11

:ÝČłŚŞ

.f(x) + 1 x > 0 ,x > 0 Âû ýŘěŘ ĆŞ ( ÓóŘ

.f(x)f ( f(x) + 1 x ) = 1 ,x > 0 Âû ýŘěŘ ĆŞ ( Š

.ÀłŚþ ŘďŘć Řď ëĄê f ÍþŘÂł Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ üóŚůõ .f(1) = 1 − √ 5 2 ÀČûć öŚÈœ

øć