üóŚãŮ ĆÞÆŞ

(Hard) ôøć ýÂĺ

ýùćøÀ¡õ ěŘ ŽďŚą ÃČœ ø ÀłŚŞüõ ýďŚØţŞŘ ÛŐŚÆõ Û§ ĆŞ ÀĂõĆìĚä öŚþĄźÈœŘć ĆŞ ŕĄŞÂõ ÛŐŚÆõ ěŘ Ćţĺć SSþŘ

Û§ ýŚûğĚî ďć üÜŐŚÆõ SSČĂİ ŘÁó ,ÀłŚŞüÞœ üõŘÃóŘ ôĄÞä ýŘÂŞ ŚúœŊ Û§ ø ťĺŘ üõĄÞä üőŚþď ğďć

.ćĄłüÞœ Û§ SSþÂÞŮ

ÍÜţ£õ ćŘÀäŘ

I üõĄÞä üőŚþď ÛŐŚÆõ

:ÀČûć öŚÈœ ÀĂłŚŞ ÍÜţ£õ Ć¡Ôň ěŘ ĆÎÖœ ďŚúİ z_1, z_2, z_3, z_4 ÀČĂî ŋÂê -1 .Im ( (z_3 − z_1)(z_4 − z_2)

(z_3 − z_2)(z_4 − z_1) ) = 0 ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ÀœďŘć ďŘÂì ùÂþŘć Œþ Śþ Íą Œþ ýø ď ĆÎÖœ ďŚúİ Âû

.ÀœďŘć ďŘÂì À§Řø ùÂþŘć ýø ď üÚÞû 11z^{10} + 10iz^9 + 10iz − 11 = 0 ýŚûĆÈþď ÀČûć öŚÈœ -2

ýŘĆÜÞŻÀĂİ ýŚûĆÈþď ÀČĂî ťŞŚŹ .c_0, c_1, . . . , c_{n−1} ∈ C ÀČĂî ŋÂê -3

z^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_1z + c_0 = 0

.ÀœďŘć ďŘÂì √ 1 + |c_{n−1}|^2 + · · · + |c_0|^2 áŚãł ø ŔŘÀśõ ÃîÂõ ĆŞ ýŘùÂþŘć öø ďć ďć . 90∑ k=1 2k sin ( (2k)^∘ ) = 90 cot 1^∘ :ÀČĂî ťŞŚŹ -4

:ÀČĂî ťŞŚŹ -5

x^{2n} − 1 = (x^2 − 1) n−1∏ k=1 ( x^2 − 2x cos 2kπ 2n + 1 ) (ÓóŘ

x^{2n+1} − 1 = (x − 1) n∏ k=1 ( x^2 − 2x cos 2kπ 2n + 1 + 1 ) (Š

x^{2n+1} + 1 = (x + 1) n−1∏ k=0 ( x^2 + 2x cos

(2k + 1)π 2n + 1 + 1 ) (Ť

x^{2n} + 1 = n−1∏ k=0 ( x^2 + 2x cos

(2k + 1)π 2n + 1 ) (Ű

Œþ

:ÀČĂî ťŞŚŹ Ûśì SSþÂÞŮ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ -6

n∏ k = 1 2k ≠ n cos 2kπ 2n = n(−1)^n2 2^{n−1}

Žøě n

(−1)^{n+1}2 2^{n−1} ćÂê n

(ÓóŘ

n∏ k=1 cos 2kπ 2n + 1 = (−1)^n2 2^n

Žøě n

(−1)^{n+1}2 2^n ćÂê n (Š

n−1∏ k=0 cos (2k + 1)π 2n + 1 = (−1)^n2 2^n

Žøě n

(−1)^{n−1}2 2^n ćÂê n (Ť

n−1∏

k = 0 2k + 1 ≠ n cos (2k + 1)π 2n = (−1)^n2 2^{n−1}

Žøě n

n(−1)^{n−1}2

2^{n−1} ćÂê n (Ű

n−1∏ k=1 sin kπ n = n 2^{n−1} (Ÿ

:ÀČûć öŚÈœ n üãČśÏ ćÀä ø y ø x üÖČÖ§ ćÀä øć Âû ýŘÂŞ -7 n∑ k=0 sin(y + kx) = sin (_n 2 x ) sin (_{n+1}

2 x + y ) sin (_x 2 ) (ÓóŘ n∑ k=0 cos(y + kx) = cos (_n 2 x ) sin (_{n+1}

2 x + y ) sin (_x 2 ) (Š

:ÀČûć öŚÈœ ,ÀĂłŚŞ À§Řø ôŘ ŃŃ n ýŚûĆÈþď ĆČÜî ω_1, . . . , ω_n ÂðŘ -8 ∑ j<k |ω_j − ω_k|^{−2} = n(n^2 − 1) 24 :ÀČûć öŚÈœ |z| = 1 ÃČœ ø |z_k| = 1 ÝČłŚŞ ĆţłŘć k = 1, . . . , n ýŘÂŞ ÀČĂî ŋÂê -9 max (^n∏ k=1 |z − z_k| ) ≥ 2 .ÀĂłŚŞ ÝÑţĂõ üãÜő n Œþ ğĄŐď ,z_1, . . . , z_n ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ýøŚÆŮ ø

øć