üóŚãŮ ĆÞÆŞ

:(Easy) ôĄĺ ýÂĺ

ýÂĺ ø ĆóŚśœć

I üõĄÞä üőŚþď ÛŐŚÆõ

:Stewart ŠŚţî ěŘ .72 ,71 ,70 ,57 ,46 ,38 ,30 ,24 ,22 ,14 : 747 Ć¡Ôň .64 ,50 ,34 ,32 ,28 ,21 : 756 Ć¡Ôň .46 ,45 ,37 ,32 ,30 ,10 ,8 : 770 Ć¡Ôň

.ťĺŘÂÚÞû ÂÔň ĆŞ a_n ĆóŚśœć Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ ćďĄõ Âû ďć -1 (ťĺŘ üãČśÏ ýćÀä p) a_n = 1 n^p

( ÓóŘ a_n = sin n n ( Š (|z| > 1 ø ťĺŘ ÍÜţ£õ ýćÀä z) a_n = n z^n ( Ť a_n = √ n + 1 − √ n ( Ű ÝČÆþĄœüõ üÖČÖ§ ćŘÀäŘ ěŘ a_n ĆóŚśœć ćďĄõ ďć -2 lim_{n→∞} a_n = +∞ ÂðŘ Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø N ÀĂœŚõ üãČśÏ ýćÀä ,K ÀĂœŚõ ťśůõ ćÀä Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî üŮďĄň ďć .a_n ≥ K ùŚÚœŊ ,n ≥ N öŊ ďć Ćî ÀłŚŞ ýŘĆóŚśœć a_n ø üãČśÏ ýćÀä p ÂðŘ ( ÓóŘ a_n = c_0 + c_1n + · · · + c_pn^p

Œþ

ÀČĂî ťŞŚŹ ,c_p ≠ 0 ø ÀœŘüÖČÖ§ ýćŘÀäŘ c_p ,. . . ,c_1 ,c_0 öŊ ďć Ćî

lim_{n→∞} |a_n| = +∞.

ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ lim_{n→∞} c_n = 0 ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀłŚŞ ÂÔňÂČè ÍÜţ£õ ćŘÀäŘ ěŘ ýŘĆóŚśœć c_n ÀČĂî ŋÂê ( Š

. lim_{n→∞} 1 |c_n|

= +∞

ø ÀłŚŞ (ÓóŘ) ťÞÆì ĆóŚśœć öŚÞû a_n ĆóŚśœć ÂðŘ .ÀČĂî ÓþÂãŮ Řď lim_{n→∞} a_n = −∞ ôĄúÔõ ( Ť

ÀČĂî ťŞŚŹ ,c_p < 0

lim_{n→∞} a_n = −∞.

ø ÀĂłŚŞ üãČśÏ ýćŘÀäŘ q ø p ÀČĂî ŋÂê -3

a_n = b_0 + b_1n + · · · + b_pn^p c_0 + c_1n + · · · + c_qn^q

.c_p ≠ 0 ø b_p ≠ 0 Ćî ÀœŘüÖČÖ§ ýćŘÀäŘ c_q ,. . . ,c_1 ,c_0 ,b_p ,. . . ,b_1 ,b_0 öŊ ďć Ćî

. lim_{n→∞} a_n = 0 ùŚÚœŊ ,p < q ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ( ÓóŘ

ťõĚäÝû c_q ø b_p ĆØĂþŘ řÆ§ÂŞ −∞ Śþ +∞) lim_{n→∞} a_n = ±∞ ùŚÚœŊ ,p > q ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ( Š

.(ÂČą Śþ ÀĂłŚŞ

. lim_{n→∞} a_n = b_p c_q ùŚÚœŊ ,p = q ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ( Ť

ŚúĂŮ ø ÂðŘ lim_{n→∞} c_n = c^∗ ÀČĂî ťŞŚŹ .c_n = a_n + ib_n ø ÀłŚŞ ÍÜţ£õ ćŘÀäŘ ěŘ ýŘĆóŚśœć c_n ÀČĂî ŋÂê -4 ÂðŘ lim_{n→∞} a_n = Re(c^∗) ø lim_{n→∞} b_n = Im(c^∗).

.ÀČĂî ÕČÖ¡Ů Řď Âþě ýŚûĆóŚśœć üþŘÂðŘø ø üþŘÂÚÞû -5 { 2n n^2 + 1 } (Š { 2n^2 n^2 + 1 } (ÓóŘ { (−1)^{n!} } (Ű { 4 − (−1)^n n } (Ť { 1 − (−1)^nn n^2 } (Ž { 1 − (−1)^nn n } (Ÿ { 1 + 2^n

3^n } (đ { (−i)^n + 1 n } (Ĳ { sin 1 n } (ć {sin n} (ă { sin n n } (ď { n sin 1 n } (č { sin n 2 π } (ę {sin^n n} (ě

øć

{ √ n cos n! n + 1 } (ľ { sin^n n √ n } (ğ {| | cos (nπ 2 )| | } (ŋ { cos (nπ 2 )} (ń { sin ( nπ 2 ) cos ( nπ 2 )} (à { sin (nπ 2 )} (ŕ {| | sin

( nπ 2 ) + cos (nπ 2 )| | } (å { sin ( nπ 2 ) + cos (nπ 2 )} (á { n − √ n^2 − 4n } (ë {√ n + 1 − √ n − 1 } (é {√ n^4 + n^2 + 1 − √ n^4 − n^2 + 1 } (ï {√ n^2 + n − √ n^2 − 1 } (í {√ n^4 + n^3 + 1 − √ n^4 − n^3 + 1 } (ô {√ n^4 + n^2 + n − √ n^4 − n^2 + n } (ñ {_4√

n^4 + n^3 + 1 −^4 √ n^4 − n^3 + 1 } (ø {_3√

n^3 − n^2 −^3 √ n^3 − 1 } (ö {_n√

n^n + 1 −^n √ n^n − 1 } (ý {_4√

n^2 + n −^4 √ n^2 − n } (ù . ( 1 + 1 n )_n ≤ 3 ÝþďŘć n ≥ 3 ýŘÂŞ ÀČûć öŚÈœ -6

.ÀČĂî ÕČÖ¡Ů Řď Âþě ýŚûĆóŚśœć ýďŘćöŘÂî ćďĄõ ďć -7

{tan n} (Š {sin n} (ÓóŘ

{^n √ n} (Ű {Arctan n} (Ť

,k ÀĂœŚõ üãČśÏ ćÀä ýŘěŘĆŞ ø ÀĂłŚŞ üÔĂõŚœ üÖČÖ§ ćŘÀäŘ ěŘ üóøÃœÂČè ĆóŚśœć øć b_n ø a_n ÀČĂî ŋÂê -8

a_n ≤ b_n, n ≥ k

.ťĺŘÂÚÞû ÃČœ a_n ĆóŚśœć ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû b_n ĆóŚśœć ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ( ÓóŘ

.ťĺŘÂðŘø ÃČœ b_n ĆóŚśœć ,ÀłŚŞ ŘÂðŘø a_n ĆóŚśœć ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ( Š

,k ÀĂœŚõ üãČśÏ ćÀä ýŘěŘĆŞ ø ÀĂłŚŞ üÖČÖ§ ćŘÀäŘ ěŘ ĆóŚśœć Ćĺ c_n ø b_n ø a_n ÀČĂî ŋÂê -9

a_n ≤ b_n ≤ c_n, n ≥ k

ø ćďŘć ćĄŻø ÃČœ lim_{n→∞} b_n ,ÀĂłŚŞ ÂŞŘÂŞ ø ÀĂłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø lim_{n→∞} c_n ø lim_{n→∞} a_n ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ

lim_{n→∞} a_n = lim_{n→∞} b_n = lim_{n→∞} c_n

.ÀČþŚÞœ É£Èõ ćĄŻø ŰďĄň ďć Řď Âþě ýŚûĆóŚśœć À§ -10

a_{n+1} = a_n + 1 n ø a_1 = 0 (Š a_{n+1} = sin(a_n) ø a_1 = 360 (ÓóŘ

a_{n+1} = √ 3a^2_n − 4a_n ø a_1 > 2 (Ű a_{n+1} = √ 3a_n + 10 ø a_1 = 0 (Ť

a_{n+1} = 1 2 ( 2 a_n

+ a_n ) ø a_1 = 1 (Ž a_{n+1} = a_n + 3 a_{n−1} ø a_1 = 1 (Ÿ

Ćĺ

.ÀþďøŊ ťĺćĆŞ Řď ∞∏ n=1 cos ( x 2^n ) ÛňŚ§ -11 b ø a ěŘ |e| Ćî ÀłŚŞ üÖČÖ§ ýćÀä e ø a < b Ćî ÀĂłŚŞ ťśůõ ø üÖČÖ§ ýćŘÀäŘ b ø a ÀČĂî ŋÂê -12 .ťĺŘ ÂţØİĄî ab ĆśĺŚ¡õ ďć ýÂţðďÃŞ ýŚÎą b ø a ěŘ ŒþôŘÀî ďć e ýŚÎą ,ab ŠÂőÛňŚ§ ĆśĺŚ¡õ ďć ( ÓóŘ ?ÀĂîüõ ćŚźþŘ ďŘÀ Ö õ e Ś ź Ă þŘ ďć Ć î ,ť ĺŘ |e| c ť ś Æ œ ,c ť ś ů õ ť Č Þ î Ć ś ĺŚ ¡ õ ďć ü ś Æ œ ýŚ Î ą ěŘ ďĄ Ñ Ă õ ( Š ýŚÎą b ø a ěŘ ŒþôŘÀî ďć Àňďć r üśÆœ ýŚÎą ,ab ŠÂőÛňŚ§ ĆśĺŚ¡õ ďć .ťĺŚÎą ?ÀĂîüõ ćŚźþŘ ab ĆśĺŚ¡õ ďć ýÂţðďÃŞ .ÀČûć ¿ĺŚŢ ab üśÆœ ýŚÎą ćďĄõ ďć Řď ñŘĄĺ SSČÞû .ťĺŘ ÂţØİĄî b ø a ěŘ |e| Ćî ÀłŚŞ üÖČÖ§ ýćÀä e ø ÀĂłŚŞ ťśůõ ø üÖČÖ§ ýćŘÀäŘ b ø a ÀČĂî ŋÂê -13 .ÀČûć ¿ĺŚŢ a b ťÞÆìŽďŚą ĆśĺŚ¡õ ćďĄõ ďć Ûśì SSþÂÞŮ ďć (Š) ø (ÓóŘ) ýŚûñŘĄĺ ĆŞ ýŚÎą ŚŮ ÝČĂî ùćŚÔţĺŘ ÃČÞõ ěŘ ÅŢ Ýìď ÀĂİ ěŘ 8*1934620725 · · · ćÀä ďøÁźõ ĆśĺŚ¡õ ďć -14 ?ćĄÈœ ÂţðďÃŞ 10^{−3} ěŘ ĆśĺŚ¡õ ýŚÎą ŚŮ ÝČĂî ùćŚÔţĺŘ x ÃČÞõ ěŘ ÅŢ Ýìď ÀĂİ ěŘ 1 x ĆśĺŚ¡õ ďć ,x = 1*3209118419 · · · ÂðŘ -15 ?ćĄÈœ ÂţðďÃŞ 10^{−3} ěŘ ĆśĺŚ¡õ :ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄňĆŞ Řď a_n ĆóŚśœć -16 a_n = √ 2 + √ 2 + √ · · · + √ 2 ďŚŞ n

.ÀČĂî ŠŚÆ§ Řď öŊ À§ ø ťĺŘÂÚÞû a_n ĆóŚśœć ÀČĂî ťŞŚŹ ,n ≥ 1 ÂðŘ ø a_2 = 1 ø a_1 = 1 ÀČĂî ŋÂê -17 a_{n+2} = a_{n+1} + a_n .ÀĂõŚœüõ üİŚœĄśČê ĆóŚśœć Řď a_n ĆóŚśœć .ÀČĂî ŠŚÆ§ n ≤ 10 ýŘěŘĆŞ Řď a_n ďŘÀÖõ ( ÓóŘ SSþŘ ĆÎŞŘď ĆŞ) .b_{n+1} = 1 + 1 b_n

ÀČĂî ťŞŚŹ .b_n = a_{n+1} a_n öŊ ďć Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď b_n ĆóŚśœć ( Š (.ÀČĂî ĆŻĄŮ 1 ŃŃ 1 Ç£Ş ďć ôŘÂðŚţĂŢ ø ýøŚÆŮ .ÀČĂî ŠŚÆ§ Řď öŊ À§ ø ťĺŘÂÚÞû b_n ĆóŚśœć ÀČĂî ťŞŚŹ ( Ť

ďŚúİ

. lim_{n→∞} a_{n+1} − a_n = 0 ÀČûć öŚÈœ ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû a_n ĆóŚśœć ÀČĂî ŋÂê -18

.ÀłŚŞ ŘÂÚÞû a_n ĆóŚśœć Ćî ćďŘÀœ üõøÃó , lim_{n→∞} a_{n+1} − a_n = 0 ÂðŘ ÀČûć öŚÈœ üóŚůõ ĆŐŘďŘ ŚŞ -19

Ćî ÀłŚŞ üÖČÖ§ ćŘÀäŘ ěŘ ýŘĆóŚśœć a_n ÀČĂî ŋÂê -20

a_1 ≤ a_3 ≤ a_5 ≤ · · ·

a_2 ≥ a_4 ≥ a_6 ≥ · · ·

ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ .a_{2m+1} ≤ a_{2n} ,n ø m Âû ýŘěŘĆŞ ø

lim_{n→∞}(a_n − a_{n+1}) = 0

.ÀĂĂîüõ ÛČõ íÂţÈõ ýÀ§ ĆŞ ø ÀĂţÆû ŘÂÚÞû Ćĺ Âû a_n ø a_{2n+1} ,a_{2n} ýŚûĆóŚśœć

ÀČĂî ÓþÂãŮ ø ùćĄŞ üţśůõ ćŘÀäŘ x_0 ø a ÀČĂî ŋÂê -21

x_n = 1 2 ( x_{n−1} + a x_{n−1} )

.ÀČŞŚČŞ Řď öŊ À§ ø ťĺŘ ŘÂÚÞû x_n Ćb óŚśœć ÀČĂî ťŞŚŹ

:ťĺŘ ùÀł ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄňĆŞ a_n ĆóŚśœć -22

a_1 = 3 2 a_n = √ 3a_{n−1} − 2 ø n ≥ 2 .ÀČŞŚČŞ Řď öŊ À§ ø ťĺŘ ŘÂÚÞû a_n ÀČĂî ťŞŚŹ

:ÀČûć ďŘÂì ÀłŚŞ üãČśÏ ćŘÀäŘ ěŘ (ýćĄãň ŘfÀČîŘ) ýŘĆóŚśœćÂþě {m_i}^{+∞}_{i=1} ÃČœ ø ÀłŚŞ ŘÂÚÞû +∞∑ n=1 a_n ÂðŘ -23

b_1 = a_1 + a_2 + · · · + a_{m1} , b_2 = a_{m1+1} + a_{m1+2} + · · · + a_{m2} , . . b_n = a_{mn−1+1} + a_{mn−1+2} + · · · + a_{mn} , . . .ťĺŘ +∞∑ n=1 a_n ÂŞŘÂŞ öŊ ďŘÀÖõ ø ťĺŘ ŘÂÚÞû +∞∑ n=1 b_n ÀČûć öŚÈœ

Řď {m_i}^{+∞}_{i=1} ĆóŚśœćÂþě ø {a_n} ĆóŚśœć üĂãþ .ťÆČœ ťĺďć řÜÎõ SSþŘ ÅØä ÀČûć öŚÈœ üóŚůõ ŚŞ

.ťĺŘÂðŘø +∞∑ n=1 a_n üóø ŘÂÚÞû +∞∑ n=1 b_n Ćî ÀČŞŚČŞ ýďĄÏ

.ÀþďøŊ ťĺćĆŞ ćĄŻø ŰďĄň ďć Řď Âþě ýŚûýÂĺ ďŘÀÖõ -24 +∞∑ n=1 1 n(n + 2) (Š +∞∑ n=1 1 n(n + 1)(n + 2)

(ÓóŘ

ÿĂŢ

+∞∑ n=1 3 + 2^n

3^n (Ű +∞∑ n=1 ln n(n + 2) (n + 1)^2 (Ť +∞∑ n=1 (n − 1)! + n (n + 1)! (Ž +∞∑ n=1 n (n + 1)! (Ÿ

+∞∑ n=1 sin 1 n(n + 1) cos 1 n cos 1 n + 1

(đ m ≥ 1 ýŘÂŞ +∞∑ n=1 1 n(n + 1) · · · (n + m) (Ĳ

ÕÜÎõ ýŘÂÚÞû +∞∑ n=1 a_nb_n ýÂĺ ÀČûć öŚÈœ ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû +∞∑ n=1 b_n ø ÕÜÎõ ýŘÂÚÞû +∞∑ n=1 a_n ÀČĂî ŋÂê -25

.ťĺŘ

:ÀČûć öŚÈœ b_n ø a_n ĆóŚśœć øć Âû ýŘÂŞ -26

(^n∑ k=1 a_kb_k

)_2 ≤ (^n∑ k=1 a^2_k )(^n∑ k=1 b^2_k ) (ÃŮďŘĄł ýøŚÆõŚœ) ( ÓóŘ

(^n∑ k=1 (a_k + b_k)^2

)^1_2 ≤ (^n∑ k=1 a^2_k

)^1_2 + (^n∑ k=1 b^2_k

)^1_2 (üØÆêĄØĂČõ ýøŚÆõŚœ) ( Š

.0 ≤ n∑ k=1 (xa_k + b_k)^2 = x^2 n∑ k=1 a^2_k + 2x n∑ k=1 a_kb_k + n∑ k=1 b^2_k :ÝþďŘć (ÓóŘ) :üþŚÞĂûŘď . n∑ k=1 (a_k + b_k)^2 = n∑ k=1 a^2_k + 2 n∑ k=1 a_kb_k + n∑ k=1 b^2_k :ÝþďŘć (Š)

:ÀČĂî ťŞŚŹ ÀĂłŚŞ ŘÂÚÞû +∞∑ n=1 b^2_n ø +∞∑ n=1 a^2_n ÂðŘ -27

.ťĺŘ ŘÂÚÞû ÃČœ +∞∑ n=1 (a_n + b_n)^2 (Š .ťĺŘ ÕÜÎõ ýŘÂÚÞû +∞∑ n=1 a_nb_n (ÓóŘ

.ťĺŘ ÕÜÎõ ýŘÂÚÞû +∞∑ n=1 a_n n ùŚÚœŊ ÀłŚŞ ŘÂÚÞû +∞∑ n=1 a^2_n ÂðŘ ÀČûć öŚÈœ -28

.ÀČĂî ťŞŚŹ Řď Âþě ýŚûùďŘÃð ,ÀłŚŞ ťśůõ ýŘĆóŚśœć {a_n} ÀČĂî ŋÂê -29

.ÀłŚŞ ŘÂÚÞû ÀœŘĄŮüõ üØþ ÍÖê +∞∑ n=1 a_n n ø +∞∑ n=1 1 a_n ýÂĺ øć ěŘ ( ÓóŘ

.ÀłŚŞ ŘÂÚÞû ÀœŘĄŮüõ üØþ ÍÖê +∞∑ n=1 a_n n^2 ø +∞∑ n=1 1 a_n ýÂĺ øć ěŘ ( Š

.ÀĂłŚŞ ŘÂÚÞû ÀĂœŘĄŮüõ +∞∑ n=1 a_n n^p ø +∞∑ n=1 1 a_n ýÂĺ øć Âû ÀČûć öŚÈœ p > 2 ÂðŘ ( Ť

,n Âû ýŘěŘĆŞ ĆîýďĄÏĆŞ ÀłŚŞ ýŘĆóŚśœć {a_n} ÀČĂî ŋÂê -30

|a_{n+1} − a_{n+2}| < λ|a_n − a_{n+1}|

.ťĺŘ ŘÂÚÞû ýŘĆóŚśœć {a_n} ÀČĂî ťŞŚŹ .λ ∈ (0, 1) Ćî

Çł