(2) ýćÀä ýÂĺ ø ýćÀä ĆóŚśœć

ÛňŚ§ ùÀł ùćŘć ĆóŚśœć Œþ ŰĚÞŻ SSţłŚśœŘ Śþ üóŘĄţõ öćěâÞŻ ěŘ ŚûĆóŚśœć ěŘ üÞúõ Ćb ţĺć ÛÞä ďć :ÝČĂî ùŚÚœ ýćÀä ýďŚÈäŘ ÇþŚÞœ ĆŞ ÂðŘ Ěf ůõ .ÀœĄłüõ

c = c_0/c_1c_2c_3 . . .

:ťĺŘ Âþě Ćb õĄţ£õ ýďŚÈäŘ ćŘÀäŘ Ćb óŚśœć À§ âìŘø ďć SSþŘ

c_0, c_0 + c_1 10 , c_0 + c_1 10 + c_2 100 , . . . :ÀþŊüõ ťĺćĆŞ Âþě ĆóŚśœć üóŘĄţõ SSţłŚśœŘ ěŘ ĆóŚśœć SSþŘ Ćî

c_0, c_1 10 , c_2 100 , . . . ,ĆóŚśœć SSþŘ üþÃŻ ýŚûáĄÞźõ ýÂĺ ěŘ ćĄÊÖõ ,ÀłŚŞ ùÀł ùćŘć (a_n)^∞_{n=k} ĆóŚśœć ÂðŘ üÜî ýďĄÏ ĆŞ :ťĺŘ Âþě ĆóŚśœć a_k, a_k + a_{k+1}, a_k + a_{k+1} + a_{k+2}, . . .

ÝČÆþĄœüõ ø ťĺŘÂÚÞû ∑_∞ n=k a_n ýÂĺ Ćî ćĄłüõ ĆţÔð Śf§ĚÎňŘ ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû A ĆŞ ÂČąŘ Ćb óŚśœć ÂðŘ ĳČ¡ň ćÀä ĆóŚśœć ÂðŘ ,řČŮÂŮ SSþÀŞ .ćĄłüõ ùÀœŘĄą ŘÂðŘø ýÂĺ ,ŰďĄň SSþŘ ÂČè ďć . ∑_∞ n=k a_n = A ÕśÏ ∑_∞ n=0 c_n 10^n ýÂĺ ,0 ≤ ci ≤ 9 ,i ≥ 1 ýŘÂŞ öŊ ďć Ćî ÀłŚŞ ùÀł ùćŘć c0, c1, c2, . . . üÔĂõŚœ

ćŘÀäŘ Śû a_k Ćb Þû üţìø .ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ c_0/c_1c_2c_3 . . . ĆŞ öŊ À§ ø ťĺŘÂÚÞû ťČõŚÞŮ ÛňŘ Œþ ĆŞ ÂźĂõ ťĺŘ SSØÞõ üţìø ÍÖê Śû a_n SSţłŚśœŘ Ćî Àĺďüõ ÂÑœ ĆŞ ĳőŘø ÀĂłŚŞ ťśůõ üÖČÖ§ ÂŞŘÂŞ n ÅþÀœŘ ĆÜÞŻ ,c = c_0/c_1c_2c_3 . . . ýŘÂŞ Ěf ůõ .ÀœĄł ŒİĄî ŚfãþÂĺ Śû a_n Ćî ćĄł üûŚĂţõ À§ ýŘÂŞ ôěĎ ŕÂł Œþ a_n −→ 0 ŕÂł âìŘø ďć .n −→ +∞ üţìø ÀĂîüõ ÛČõ ÂÔň ĆŞ Ćî ťĺŘ^{cn}_{10n}

.ÀĂłŚŞ ÍÜţ£õ ćÀä Śû a_n ÂðŘ üţ§ ťĺŘ üþŘÂÚÞû

üţìø a_n −→ 0 ÝþďŘć ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû ∑_∞ n=k a_n ÍÜţ£õ ćŘÀäŘ ýÂĺ ÂðŘ .üþŘÂÚÞû ôěĎ ŕÂł (1-7) .n −→ +∞

S ĆŞ ∑_∞ n=k a_n ýÂĺ ÀČĂî ŋÂê .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ S_n ĆŞ Řď a_k + · · · + a_n üþÃŻ áĄÞźõ .ŰŚśŹŘ

ýŘÂŞ Ćî ÝČŞŚČŞ ýďĄÏ Řď N ÝČûŘĄąüõ ,ÀłŚŞ ùÀł ùćŘć e > 0 ÂðŘ .S_n −→ S üĂãþ ,ťĺŘÂÚÞû

ùŚÚœŊ ,n > N_1 ÂðŘ Ćî ćďŘć ćĄŻø N_1 ,^e_2 > 0 ýŘÂŞ ,S_n −→ S öĄİ .|a_n| < e ÝČłŚŞ ĆţłŘć n > N

:ÝþďŘć n > N ýŘÂŞ ÅŢ ,N = N_1 + 1 ÝČûćüõ ďŘÂì .|S_n − S| <^e_2 |S_n − S| < e 2 , |S_{n−1} − S| < e 2 űÜůõ ýøŚÆõŚœ ÕśÏ SSþŘÂŞŚĂŞ |S_n − S_{n−1}| ≤ |S_n − S| + |S − S_{n−1}| < e □ .Àĺďüõ ŰŚśŹŘ ĆŞ ÝØ§ ø S_n − S_{n−1} = a_n üóø

Śû a_n âìŘø ďć ø ťÆČœ üêŚî ∑_∞ n=k a_n üþŘÂÚÞû ýŘÂŞ üþŚúĂŮ ĆŞ ŕÂł SSþŘ Ćî ťĺŘ ÀČîŚbŮ ĆŞ ôěĎ

ĆŞ ŚúœŊ áĄÞźõ Ćî ÀœĄÈœ ŒİĄî âþÂĺ ďÀÖœŊ ,ÂÔň ĆŞ öćÂî ÛČõ ø öÀł ÂţØİĄî SSČä ďć ťĺŘ SSØÞõ

.ťłŘć SSûč ďć ùďŘĄÞû ÀþŚŞ Řď Âþě éø Âãõ ø ùćŚĺ ñŚůõ .ÀĂî ÛČõ ýćÀä

ďŘÂìÂŞ üþŘÂÚÞû ôěĎ ŕÂł ŚźĂþŘ ďć .ÝČĂîüõ üĺď ÂŞ Řď ∑_∞ n=1 1 n ýÂĺ .ŒČœĄõďŚû ýÂĺ (2-7)

ěŘ Â þě ýÀ Ă Şùø Â ð Ć Ş .ť ĺŘÂ ðŘø ýÂ ĺ Ý Č ûćü õ öŚ È œ ü óø n −→ ∞ ü ţ ìø^1_n −→ 0 Ć î ŘÂ þě ť ĺŘ

:ÀČĂî ĆŻĄŮ n = 2^k ÅþÀœŘ ŚŮ ýÂĺ ŰĚÞŻ

S_2k = 1 + ( 1 2 ) + ( 1 3 + 1 4 ) + ( 1 5 + 1 6 + 1 7 + 1 8 ) + · · · + ( 1 2^{k−1} + 1 + · · · + 1 2^k ) 1 2^{k−1}+1 +· · ·+ 1 2^k > 2

k−1(^1_{2k} ) =^1_2 , . . . ,^1_5 +^1_6 +^1_7 +^1_8 > 4(^1_8 ) =^1_2 ,^1_3 +^1_4 > 2(^1_4 ) =^1_2 ÝþďŘć

(üûŚĂţõ) ýÀ§ ĆŞ Śû S_n ,ćĄłüõ ïďÃŞ ùŘĄ£óć ĆŞ 1 +^k_2 ,k ÇþŘÃêŘ ŚŞ öĄİ ,S_2k > 1 +^k_2 SSþŘÂŞŚĂŞ ďŘĄłć ýćďŘĄõ ďć ťĺŘ SSØÞõ ýÂĺ Œþ üþŘÂÚÞû üĺď ÂŞ Ćî Àûćüõ öŚÈœ ñŚůõ SSþŘ .ÀĂĂîüÞœ ÛČõ ÝČûŘĄą đÂÎõ ŚûýÂĺ üþŘÂÚÞû ýŘÂŞ üþŚûöĄõěŊ ,âŻÂõ ýÂĺ ÀĂİ üêÂãõ SSÞő ĆÆÜŻ SSþŘ ďć .ÀłŚŞ .ćÂî .ÀĂţÆû ýÂÑœ ýŚûű¡Ş ÃČœ ø ÂÚþć ýŚûýÂĺ ěŘ ýďŚČÆŞ áŚŻďŘ Ćb ÎÖœ Âþě ñŚůõ øć

ñŚůõ øć (3-7) ∑_∞ n=0 ar^n ýÂĺ .ÀĂłŚŞ ùÀł ùćŘć ÍÜţ£õ ćÀä øć r ø a ≠ 0 ÀČĂî ŋÂê .üĺÀĂû ýÂĺ (1-3-7) :ÀþŊüõ ťĺćĆŞ Âþě ĆóŚśœć SSţłŚśœŘ ěŘ Ćî ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Řď

a, ar, ar^2, ar^3, . . .

ýÂĺ ťČãőø ø ÀœĄłüõ ÂÔň ŰĚÞŻ Ćb Þû ťóŚ§ SSþŘ ďć Ćî ŘÂþě ÝČţłŘÁð ďŚĂî Řď a = 0 ćďĄõ ćŚ¡ŮŘ ĆŞ ťÆ£œ .|r| < 1 ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ťĺŘÂÚÞû ∑_∞ n=0 ar^n ýÂĺ ÝČûćüõ öŚÈœ .ťĺŘ É£Èõ ÀČĂî ĆŻĄŮ Âþě

1 + r + r^2 + · · · + r^n =

1 − r^{n+1} 1 − r (1)

üĺÀĂû ýÂĺ üþÃŻ áĄÞźõ öŘĄĂä ĆŞ SSþŘÂŞŚĂŞ .ćÂî ÕČÖ¡Ů SSČÎĺø ŃŃSSČêÂÏ ŚŞ öŘĄŮüõ Řď öŊ ť¡ň Ćî :ÝþďŘć N∑ n=0 ar^n = a 1 − r^{N+1} 1 − r ÂðŘ ÅØãóŚŞ .ťĺŘÂÚÞû^a_{1−r} ĆŞ ∑_∞ n=0 ar^n ÅŢ ,N −→ +∞ üţìø r^{N+1} −→ 0 ,|r| < 1 ÂðŘ ñŚ§ ďŘÂìÂŞ üþŘÂÚÞû ôěĎ ŕÂł ÅŢ ,ÀĂîüÞœ ÛČõ ÂÔň ĆŞ ôŘ n Ćb ÜÞŻ ø |ar^n| ≥ |a| > 0 ùŚÚœŊ ,|r| ≥ 1 .ťÆČœ

Řď ýÂĺ ŚźĂþŘ ďć .ÀĂõŚœüõ p ýÂĺ Řď ∑_∞ n=1 1 n^p ýÂĺ ,ùÀł ùćŘć p > 0 ýŘÂŞ .p ýÂĺ (2-3-7)

ÀûŘĄą ĆţêÂð ÂÑœ ďć ÃČœ ĳČ¡ň ćÀä ÂČè ÂþćŚÖõ ùÀĂþŊ ďć .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć p ĳČ¡ň ÂþćŚÖõ ýŘÂŞ ÍÖê ôŘ n Ćb ÜÞŻ Ćî ÀĂİ Âû ťĺŘÂðŘø ÝþÀþć Ćî ÀþŊüõ ťĺćĆŞ ∑_∞ n=0 1 n ŒČœĄõďŚû ýÂĺ ,p = 1 ýŘÂŞ .Àł

Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ,p = 2 ýŘÂŞ .n −→ +∞ üţìø ÀĂîüõ ÛČõ ÂÔň ĆŞ öŊ

n > 1 : 1 n^2 < 1 n^2 − n = 1 n − 1 − 1 n ÝþďŘć ø ∑_N n=2 1 n^2−n = ( 1 1 −^1_2 ) + (^1_2 −^1_3 ) + · · · + (^1_{N+1} −^1_N )

= 1 −^1_N

:ÝþďŘć ñŚ§ .ťĺŘÂÚÞû 1 ďŘÀÖõ ĆŞ ∑_∞ n=0 1 n^2−n SSþŘÂŞŚĂŞ

N > 1 : N∑ n=1 1 n^2

< 1 + N∑ n=2 1 n^2 − n

= 2 − 1 N < 2 4-3-6 ÕśÏ Ćî ťĺŘ üþĎŚŞ öŘÂî ŚŞ ýćĄãň Ćb óŚśœć Œþ ,S_N = ∑_N n=1 1 n^2 ,(SN ) ĆóŚśœć SSþŘÂŞŚĂŞ 1 n^p < 1 n^2 ÝþďŘć ,p > 2 ÂðŘ řČŮÂŮ SSČÞû ĆŞ .ÀĂîüõ ÛČõ ćĄą üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî ĆŞ Ûśì Ćb ÆÜŻ ∑_∞ n=1 1 n^p ýÂ ĺ Å Ţ ,À Ă ţ Æ û ü þĎŚ Ş öŘÂ î Ś Ş ýćĄ ã ň ýŘĆ óŚ ś œć ∑_∞ n=1 1 n^p ü þÃ Ż ýŚ ûáĄ Þ ź õ ø

.ťĺŘÂÚÞû

:ÝČĂîüõ ťśŹ Âþě ŰďĄň ĆŞ ýÀãŞ áŚŻďŘ ýŘÂŞ Řď ëĄê ŰŚśŹŘ ùbÀþŘ ∑_∞ n=k a_n ýÂĺ ŰďĄň SSþŘ ďć .ÀłŚŞ üÔĂõŚœ üÖČÖ§ ćŘÀäŘ ĆóŚśœć Œþ (a_n)^∞_{n=k} ÀČĂî ŋÂê (4-7)

.ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø üþĎŚŞ öŘÂî Œþ üþÃŻ ýŚûáĄÞźõ Ćb óŚśœć ýŘÂŞ ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ťĺŘÂÚÞû

:ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Řď üþÃŻ ýŚûáĄÞźõ Ćb óŚśœć .ŰŚśŹŘ

S_k = a_k, S_{k+1} = a_k + a_{k+1}, . . .

ÕśÏ ,ÀĂłŚŞ üþĎŚŞ öŘÂî ýŘďŘć Śû S_n ÂðŘ ÅŢ .S_k ≤ S_{k+1} ≤ S_{k+2} ≤ · · · ÝþďŘć ,a_i ≥ 0 öĄİ

Ćb óŚśœć ÂðŘ ÅØãóŚŞ .ÀĂîüõ ÛČõ {S_k, S_{k+1}, . . .} Ćb äĄÞźõ üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî ĆŞ S_n ,4-3-6

□ .ťĺŘ ďŘÀœŘÂî C ďć ŘÂÚÞû ĆóŚśœć Âû âìŘø ďć Ćî ÝČœŘćüõ ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû (S_n)

ýŘùÄ þø ť Č Þ ûŘ ěŘ ü Ô Ă õÂ Č è ü Ö Č Ö § ćŘÀ äŘ ýŚ ûýÂ ĺ ,À þć Ý Č ûŘĄ ą ýćøě Ć Ş Ć î ü Ü þĎć Ć Ş

ĆŐŘďŘ üþŘÂÚÞû öĄõěŊ ÀĂİ (4-7) ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ÝČœŘĄŮüõ öĄĂîŘ ŚûýÂĺ ĆœĄð SSþŘ ýŘÂŞ .ÀœďŘćďĄąÂŞ

:ÝČĂî ćĄŻø N üÆþÀœŘ ø ÀĂłŚŞ üÔĂõÂČè üÖČÖ§ ćŘÀäŘ ěŘ ĆóŚśœć øć (b_n)^∞_{n=l} ø (a_n)^∞_{n=k} ÀČĂî ŋÂê (5-7)

:ŰďĄň SSþŘ ďć .a_n ≤ b_n ÝČłŚŞ ĆţłŘć n ≥ N ýŘÂŞ Ćî ,N ≥ k, l ,ÀłŚŞ ĆţłŘć

.ťĺŘÂÚÞû ÃČœ ∑_∞ n=k a_n ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû ∑_∞ n=l b_n ÂðŘ (ÓóŘ

.ťĺŘÂðŘø ÃČœ ∑_∞ n=l b_n ,ÀłŚŞ ŘÂðŘø ∑_∞ n=k a_n ÂðŘ (Š

ü êŚ î ,ćďŘÀ œ ü þŘÂ ðŘø Ś þ ü þŘÂ Ú Þ û Â Ş ýÂ ŹŘ Ć Č óøŘ Ćb Ü Þ Ż ü ûŚ Ă ţ õ ýćŘÀ ã Ů öćÂ î â Þ Ż öĄ İ .ŰŚ ś ŹŘ

Ćb óŚ ś œć ,À łŚ Ş ŘÂ Ú Þ û ∑_∞ n=N b_n Â ðŘ .Ý Č Ă î ű ¡ Ş ∑_∞ n=N a_n ø ∑_∞ n=N b_n ýŚ ûýÂ ĺ ćďĄ õ ďć ť ĺŘ

üþĎŚŞ öŘÂî M ,a_n ≤ b_n öĄİ .ťĺŘ ďŘćďĄąÂŞ M > 0 Ěf ůõ ,üþĎŚŞ öŘÂî ěŘ öŊ üþÃŻ ýŚûáĄÞźõ

ÅØãóŚŞ .ťĺŘÂÚÞû ∑_∞ n=N a_n ,4-7 ÕśÏ ÅŢ ,ÀłŚŞüõ ÃČœ ∑_∞ n=N a_n üþÃŻ ýŚûáĄÞźõ ýŘÂŞ

,b_n ≥ a_n öĄ İ ø À Ă ţ Æ Č œ ü þĎŚ Ş öŘÂ î ýŘďŘć öŊ ü þÃ Ż ýŚ ûáĄ Þ ź õ ,À łŚ ś œ ŘÂ Ú Þ û ∑_∞ n=N a_n Â ðŘ

□ .ťĺŘÂðŘø ∑_∞ n=N b_n ÅŢ ,ÀœďŘÀœ üþĎŚŞ öŘÂî üóøŘ ďĄÏ ĆŞ ÃČœ ∑_∞ n=N b_n üþÃŻ ýŚûáĄÞźõ

öĄõěŊ .(b_n − a_n ≥ 0 üĂãþ) ćĄŞ đÂÎõ ÛőŚÔŮ ŰďĄň ĆŞ b_n ø a_n ùběŘÀœŘ Ćb ÆþŚÖõ öĄõěŊ SSþŘ ďć

:ćďŘć ćĄŻø ťśÆœ ýŘÂŞ üúŞŚÈõ

ýŘÂŞ b_n ≠ 0 Ćî ćďŘć ćĄŻø N ø ÀĂţÆû üÔĂõÂČè üÖČÖ§ ćŘÀäŘ Ćb óŚśœć øć (b_n)^∞_{n=l} ø (a_n)^∞_{n=k} (6-7)

:ŰďĄň SSþŘ ďć .n ≥ N

Â ðŘ ùŚ Ú œŊ ,À ã Ş Ć Ş ýŘĆ Ü §Â õ ěŘ n ýŘÂ Ş^{an}_{bn} ≤ M Ć î À łŚ Ş Ć ţ łŘć ćĄ Żø M > 0 ýćÀ ä Â ðŘ (ÓóŘ

.ťĺŘÂÚÞû ÃČœ ∑_∞ n=l a_n ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû ∑_∞ n=k b_n Â ðŘ ùŚ Ú œŊ ,À ã Ş Ć Ş ýŘĆ Ü §Â õ ěŘ n ýŘÂ Ş^{an}_{bn} ≥ m Ć î À łŚ Ş Ć ţ łŘć ćĄ Żø m > 0 ýćÀ ä Â ðŘ (Š

.ťĺŘÂðŘø ÃČœ ∑_∞ n=l a_n ,ÀłŚŞ ŘÂðŘø ∑_∞ n=k b_n ∑_∞ n=l(Mb_n) ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû B ĆŞ ∑_∞ n=l b_n ÂðŘ .ťĺŘ a_n ≤ Mb_n ñćŚãõ^{an}_{bn} ≤ M ŕÂł (ÓóŘ .ŰŚśŹŘ

.ťĺŘÂÚÞû ÃČœ ∑_∞ n=k a_n ,(5-7) ÕśÏ ÅŢ ,ťĺŘÂÚÞû MB ĆŞ

ťĺŘÂðŘø ÃČœ ∑_∞ n=l(mb_n) ,ÀłŚŞ ŘÂðŘø ∑_∞ n=l b_n ÂðŘ .ťĺŘ a_n ≥ mb_n ñćŚãõ^{an}_{bn} ≥ m ŕÂł (Š

ýÂĺ Ćî ćĄłüõ ĆźČţœ^1_m ďć ĆÜÞŻ Âû öćÂî ŠÂő ŚŞ ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû ∑_∞ n=l(mb_n) ÂðŘ) m ≠ 0 öĄİ

□ .ťĺŘÂÚÞû ÃČœ ∑_∞ n=k a_n ýÂĺ (4-7) ÕśÏ ,a_n ≥ mb_n öĄİ ÅŢ (ťĺŘÂðŘø ÃČœ ∑_∞ n=l b_n

:ćÂČðüõ ďŘÂì ùćŚÔţĺŘ ćďĄõ Âþě ŰďĄň ĆŞ (7-5) ěŘ üňŚą ťóŚ§ ŰŚìøŘ ýďŚČÆŞ

ýŘÂŞ b_n ≠ 0 Ćî ćďŘć ćĄŻø N ø ÀĂţÆû üÔĂõÂČè üÖČÖ§ ćŘÀäŘ Ćb óŚśœć øć (b_n)^∞_{n=l} ø (a_n)^∞_{n=k} (7-7)

:ŰďĄň SSþŘ ďć .ÀłŚŞ L ÂŞŘÂŞ ø ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø lim_{n→∞}^{an}_{bn} ÀČĂî ŋÂê .n ≥ N

.ťĺŘÂÚÞû ÃČœ ∑_∞ n=k a_n ,ÀłŚŞ ŘÂÚÞû ∑_∞ n=l b_n ÂðŘ (ÓóŘ

.ťĺŘÂðŘø ÃČœ ∑_∞ n=k a_n ,ÀłŚŞ ŘÂðŘø ∑_∞ n=l b_n ø L > 0 ÂðŘ (Š

ŘÂþě ćÂî ùćŚÔţĺŘ M = L + 1 ěŘ öŘĄŮüõ ,(ÓóŘ) ďć .ťĺŘ 6-7 ěŘ üňŚą ťóŚ§ âìŘø ďć SSþŘ .ŰŚśŹŘ

ÂðŘ ,(Š) ďć .ÀœĄłüõ ÂţØİĄî L + 1 ěŘ Śû^{an}_{bn} Ćb Þû ÀãŞ ĆŞ ýŘĆÜ§Âõ ěŘ ,lim_{n→∞}^{an}_{bn} = L ÂðŘ Ćî

m ěŘ ÀþŚŞ Śû^{an}_{bn} ÀãŞ ĆŞ ýŘĆÜ§Âõ ěŘ ,lim_{n→∞}^{an}_{bn} = L öĄİ Ćî ÝČĂČŞüõ ,m =^L_2 SSţêÂð ŚŞ ,L > 0

□ .ÀĂłŚŞ ÂţðďÃŞ

ĆœĄð SSþŘ ďć .ÝČĂîüõ üĺď ÂŞ üþŘÂÚÞû ÂÑœ ěŘ Řď ∑_∞ n=1 2n^3−n+3 n^4+1 ýÂĺ ťČãőø .ñŚůõ (8-7)

Â ðŘ .ť ĺŘ ŽÂ £ õ ø ŰďĄ ň Ćb Ü Þ Ż SS þÂ ŮĎŚ Ş Ćb Żďć éĚ ţ ąŘ ,ť ĺŘ ùÀ Ă Ă îSS Č Č ã Ů Ć ż œŊ Ś ûñŚ ů õ

:ëĄê ñŚůõ ďć .ťĺŘ ěŚĺďŚî ∑_∞ n=1 1 n^p ŚŞ ĆÆþŚÖõ ,p = (ŽÂ£õ Ćb Żďć)-(ŰďĄň Ćb Żďć)

2n^3−n+3 n^4+1 1 n = 2n^4 − n^2 + 3n

n^4 + 1 n→+∞ −→ 2 .ťĺŘÂðŘø ùÀł ùćŘć ýÂĺ Ćî Àûćüõ ĆźČţœ ∑_∞ n=1 1 n üþŘÂðŘø SSþŘÂŞŚĂŞ

.À Ă łŚ Ş B ø A Ć Ş ř Č ŮÂ Ů Ć Ş ,ŘÂ Ú Þ û ýÂ ĺ øć ∑_∞ n=k b_n ø ∑_∞ n=k a_n À Č Ă î ŋÂ ê .Ć ţ Ø œ (9-7)

Ć î Ý Č Ă îü õ Ś äćŘ .c_n = a_n + b_n öŊ ďć Ć î Ý þÂ Č ðü õ Â Ñ œ ďć Řď ∑_∞ n=k c_n ýÂ ĺ ŰďĄ ň SS þŘ ďć Řď ∑_∞ n=k c_n ø ∑_∞ n=k b_n , ∑_∞ n=k a_n üþÃŻ ýŚûáĄÞźõ ÂðŘ âìŘø ďć .ťĺŘÂÚÞû A + B ĆŞ ∑_∞ n=k c_n Ûśì Ćb ÆÜŻ 4-6 ùbďŘÃð ěŘ ÝØ§ ø C_n = A_n + B_n ÝþďŘć ,ÝČûć ÇþŚÞœ C_n ø B_n ,A_n ĆŞ řČŮÂŮ ĆŞ

Ćî ćĄłüõ ùÀþć üðćŚĺ ĆŞ ,ÀłŚŞ ùŘĄ£óć ÍÜţ£õ ćÀä Œþ c ÂðŘ řČŮÂŮ SSČÞû ĆŞ .ćĄłüõ ĆźČţœ

ùŚÚœŊ , ∑_∞ n=k b_n = B ø ∑_∞ n=k a_n = A ÂðŘ Ćî ćÂî ďĄÊŮ ÀþŚśœ üóø .ťĺŘÂÚÞû cA ĆŞ ∑_∞ n=k(ca_n) ťĺŘ a_kb_k + · · · + a_N b_N ÂŞŘÂŞ N Ćb Ü§Âõ ŚŮ ÂČąŘ ýÂĺ üþÃŻ áĄÞźõ .ťĺŘ AB ÂŞŘÂŞ ∑_∞ n=k(a_nb_n)

Â ŞŘÂ Ş ,N Ćb Ü §Â õ Ś Ů Œ þ Â û , ∑_∞ n=k b_n ø ∑_∞ n=k a_n ü þÃ Ż ýŚ ûáĄ Þ ź õ ŠÂ őÛ ňŚ § Ć î ü óŚ § ďć .ÀłŚŞüõ (a_k + · · · + a_N )(b_k + · · · + b_N ) øć .ćÂî ĆŐŘďŘ ťśůõ ćŘÀäŘ ýŚûýÂĺ ýŘÂŞ ÂŹĄb õ ďŚČÆŞ öĄõěŊ øć öŘĄŮüõ üĺÀĂû ýÂĺ ŒÞî ĆŞ ĆŻĄŮ Âþě üĺÀĂû ýÂĺ ĆŞ .Àûćüõ ďŘÂì ŚĂśõ Řď üĺÀĂû ýÂĺ ýŚûüðÄþø ěŘ üØþ ,Œþ Âû Âþě öĄõěŊ :ćĄłüõ ŋÂê ťśůõ üÖČÖ§ ćÀä Œþ r öŊ ďć Ćî ÀČĂî ∞∑ n=0 a_n = 1 + r + r^2 + r^3 + · · ·

ĆœĄð øć Řď r öŘĄŮüõ ñŚ§ .r < 1 Ćî ťĺŘ SSþŘ ýÂĺ SSþŘ üþŘÂÚÞû ýŘÂŞ üêŚî ø ôěĎ üÏÂł ÝČœŘćüõ SSþŘ n ÅþÀœŘ Ćb ÜÞŻ ôŘ n Ćb Èþď r ÂÚþć üþĄĺ ěŘ ø ťĺŘ üóŘĄţõ Ćb ÜÞŻ øć ťśÆœ r üþĄĺ ěŘ .ćÂî ÂČśãŮ ýÂĺ ďŚţêď ÀĂœŚõ ýďŚţêď ŚfśþÂÖŮ üóŘĄţõ ŰĚÞŻ ťśÆœ Ćî üÎþŘÂł ďć “ťśÆœ öĄõěŊ” Âþě ďć .ýÂĺ ôŘ n Ćb Èþď Ćî ćďŘć üþŘďŚî üţìø “ĆÈþď öĄõěŊ” .ÀĂîüõ ďŚî ,ťĺŘ ťŞŚŹ ŘfćøÀ§ üĂãþ ,ćďŘć üĺÀĂû .ÀłŚŞ ťŞŚŹ ŘfćøÀ§ n ÅþÀœŘ Ćb ÜÞŻ

:ŰďĄň SSþŘ ďć .ťĺŘ ťśůõ ŰĚÞŻ ŚŞ ýÂĺ Œþ ∑_∞ n=k a_n ÀČĂî ŋÂê .ťśÆœ öĄõěŊ (10-7)

,^{an+1}_{an} ≤ ρ ÝČłŚŞ ĆţłŘć n ≥ N ýŘÂŞ Ćî N ýŘĆÜ§Âõ ø ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ρ < 1 ýćÀä ÂðŘ (ÓóŘ .ťĺŘÂÚÞû ∑_∞ n=k a_n ùŚÚœŊ ∑_∞ n=k a_n ùŚÚœŊ ,^{an+1}_{an} ≥ 1 ÝČłŚŞ ĆţłŘć n ≥ N ýŘÂŞ Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø N ýŘĆÜ§Âõ ÂðŘ (Š .ťĺŘÂðŘø

:ÅŢ ,n ≥ N ýŘÂŞ^{an+1}_{an} ≤ ρ ÝþďŘć ŋÂê ÕśÏ .ŰŚśŹŘ a_{N+1} ≤ ρa_N a_{N+2} ≤ ρa_{N+1} ≤ ρ^2a_N . . a_{N+k} ≤ ρa_{N+k−1} ≤ · · · ≤ ρ^ka_N ü ĺÀ Ă û ýÂ ĺ Ś Ş a_{N+1} + a_{N+1} + · · · ť ś ů õ ŰĚ Þ Ż Ś Ş ýÂ ĺ Ćb Æ þŚ Ö õ ěŘ SS þŘÂ ŞŚ Ă Ş

ćďĄõ ďć .ťĺŘÂÚÞû ∑_∞ n=k a_n Ćî ćĄłüõ ĆźČţœ ρ < 1 ťśÆœďÀì ŚŞ a_N ρ + a_N ρ^2 + a_N ρ^3 + · · ·

ÝþďŘć ,(Š)

· · · ≥ a_{N+2} ≥ a_{N+1} ≥ a_N > 0

□ .ťĺŘÂðŘø ýÂĺ ø ,ćĄłüÞœ SSČõŚbŮ ,a_n −→ 0 ,üþŘÂÚÞû ôěĎ ŕÂł SSþŘÂŞŚĂŞ

lim_{n→∞}^{an+1}_{an} ÀČĂî ŋÂê .ÀĂîüõ ťþŚÔî Âþě ŰďĄň ĆŞ ëĄê öĄõěŊ ùÀþŘ Ćb źČţœ Œþ ŰŚìøŘ üûŚð

ÕśÏ .R < ρ < 1 ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć 1 ø R SSČŞ ρ ýćÀä ,R < 1 ÂðŘ .ÀłŚŞ R ÂŞŘÂŞ ø ĆţłŘć ćĄŻø a_{n+1} a_n < ρ ÅŢ ,| a_{n+1} a_n − R| < ρ − R ,n ≥ N ýŘÂŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø N ýŘĆÜ§Âõ ,ĆóŚśœć À§ ÓþÂãŮ

Ý þďŘć n ≥ N ýŘÂ Ş Ć î ćďŘć ćĄ Żø N ýŘĆ Ü §Â õ ŘfćÀ ź õ ,R > 1 Â ðŘ .ćĄ łü õ Ć ź Č ţ œ ü þŘÂ Ú Þ û ø

SSþŘ ěŘ üãÏŚì ĆźČţœ ,R = 1 Ćî üţóŚ§ ďć .ťĺŘÂðŘø ýÂĺ ø^{an+1}_{an} ≥ 1 ÅŢ ,|R −^{an+1}_{an} | < R − 1 , ∑_∞ n=1 1 n^p ,p ýÂĺ ýŘÂŞ Ěf ůõ .ćĄłüÞœ ÛňŚ§ öĄõěŊ lim n→+∞ 1 (n+1)^p 1 n^p = lim_{n→+∞} 1 (1 +^1_n )^p = 1

.ťĺŘÂÚÞû p > 1 ýŘěŘĆŞ ø ŘÂðŘø p = 1 ýŘěŘĆŞ ýÂĺ SSþŘ üóø .ÀłŚŞ Ćİ p ĆØĂþŘ ěŘ ÛÖţÆõ

.ťĺŘÂÚÞû ∑_∞ n=0 x^n n! ÝČûćüõ öŚÈœ .ÀłŚŞ ùÀł ùćŘć x > 0 üÖČÖ§ ćÀä ÀČĂî ŋÂê .ñŚůõ (11-7)

:ÝþďŘć ťśÆœ öĄõěŊ ěŘ x^{n+1} (n+1)! x^n n! = x n + 1 n→+∞ −→ 0 < 1 .ťĺŘÂÚÞû ýÂĺ SSþŘ ÅŢ

:ŰďĄň SSþŘ ďć .ťĺŘ ťśůõ ŰĚÞŻ ŚŞ ýÂĺ Œþ ∑_∞ n=k a_n ÀČĂî ŋÂê .ĆÈþď öĄõěŊ (12-7)

,^n √ a_n ≤ ρ ÝČłŚŞ ĆţłŘć n ≥ N ýŘÂŞ Ćî N ýŘĆÜ§Âõ ø ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ρ < 1 ýćÀä ÂðŘ (ÓóŘ

.ťĺŘÂÚÞû ∑_∞ n=k a_n ùŚÚœŊ

.ťĺŘÂðŘø ∑_∞ n=k a_n ýÂĺ ùŚÚœŊ ,^n √ a_n ≥ 1 ÝČłŚŞ ĆţłŘć n ÅþÀœŘ ťþŚúœüŞ ýŘÂŞ ÂðŘ (Š üþŘÂÚÞû , ∑ ρ^n üĺÀĂû ýÂĺ ŚŞ ĆÆþŚÖõ ø n ≥ N Âû ýŘÂŞ a_n ≤ ρ^n ÝþďŘć (ÓóŘ) ýŘÂŞ .ŰŚśŹŘ

À ûćü õ öŚ È œ ,n Å þÀ œŘ ť þŚ ú œü Ş ýŘěŘĆ Ş^n √ a_n ≥ 1 ,(Š) ćďĄ õ ďć .À œŚ ĺďü õ ŰŚ ś ŹŘ Ć Ş Řď ýÂ ĺ

ýÂĺ ø ÀłŚŞ ďŘÂìÂŞ ÀœŘĄŮüÞœ a_n −→ 0 üþŘÂÚÞû ôěĎ ŕÂł ÅŢ ,n ÅþÀœŘ ťþŚúœüŞ ýŘěŘĆŞ a_n ≥ 1

□ .ťĺŘÂðŘø

ø ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø À§ SSþŘ ÂðŘ .ćĄłüõ ĆţêÂð ÂÑœ ďć lim_{n→∞}^n √ a_n ŰŚìøŘ ýďŚČÆŞ ÃČœ ŚźĂþŘ ďć

Ćî ŘÂþě ťĺŘÂÚÞû ýÂĺ R < 1 ÂðŘ .Àûć ăď ťĺŘ SSØÞõ Âþě ťČãőø Ćĺ ,ÝČûć ÇþŚÞœ R ĆŞ Řď öŊ

N ýŘĆÜ§Âõ ÝþÂČðüõ ĆźČţœ ĆóŚśœć À§ ÓþÂãŮ ěŘ ,R < ρ < 1 ,ÝČĂî ďŚČţąŘ 1 ø R SSČŞ ρ ýćÀä ÂðŘ

ÂðŘ .ćĄłüõ ĆźČţœ üþŘÂÚÞû ø^n √ a_n < ρ ÅŢ ,|^n √ a_n − R| < ρ − R ÝþďŘć n ≥ N ýŘÂŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø

.ćĄłüõ ĆźČţœ üþŘÂðŘø ø^n √ a_n > 1 ÅŢ ,|R −^n √ a_n| < R − 1 ÝþďŘć N ýŘĆÜ§Âõ ěŘ ÅŢ ,R > 1

:p ýÂĺ ćďĄõ ďć ŘfćÀźõ Ćî ŘÂþě ÀûćüÞœ üþŘÂÚÞû ćďĄõ ďć ýŘĆźČţœ R = 1 ÃČœ ŚźĂþŘ ďć n √ 1 n^p = ( 1 n√ n )^p

ÀœŘĄŮüÞœ öĄõěŊ SSþŘ ÅŢ .ťĺŘ 1 ÂŞŘÂŞ p Âû ýŘěŘĆŞ ĎŚŞ ŰďŚśä À§ ,lim_{n→∞}^n √ n = 1 Ćî ŚźœŊ ěŘ

.Àûć ÃČÞŮ

∑_1

n^2 ýŘÂÚÞû ýÂĺ ø

∑_1

n ýŘÂðŘø ýÂĺ öŚČõ ∑_∞ n=1 x^n n^n ýÂĺ ÝČûćüõ öŚÈœ ,ťĺŘ ùÀł ùćŘć x > 0 üÖČÖ§ ćÀä ÀČĂî ŋÂê .ñŚůõ (13-7)

.ťĺŘÂÚÞû

:ĆÈþď öĄõěŊ ÕśÏ n √ x^n n^n = x n n→+∞ −→ 0 < 1

ĆźČţœ 9-7 ñŚůõ ŒÞî ĆŞ ÃČœ^{xn}_{nn} ≤^{xn}_{n!} ĆÆþŚÖõ ěŘ Řď ÂõŘ SSþŘ ÝČţÆœŘĄŮüõ .ťĺŘÂÚÞû ýÂĺ ÅŢ

.ÝþÂČÚŞ