(2) üÖČÖ§ ćŘÀäŘ

,c_i Âû ø ÀłŚŞ ÂÔň Śþ üãČśÏ ćÀä Œþ c_0 ÂðŘ Ćî ÀČĺď öŚþŚŢ ĆŞ ñŘĄb ĺ SSþŘ ŚŞ ĆţłÁð ĆÆÜŻ ťś¡ň :ŰďŚśä öŘĄŮüõ ŚþŊ ,{0, 1, . . . , 9} Ćb äĄÞźõ ěŘ ýćÀä üĂãþ ,Ýìď Œþ ,i = 1, 2, . . .

c_0/c_1c_2c_3 . . . (1)

:ćĄł SSłø ď ÃČİ øć ÀþŚŞ ÀłŚŞ ĆţłŘć üĂãõ ñŘĄbĺ SSþŘ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ ?ćÂî üÖÜŮ “ćÀä” Œþ Řď

?ťÆČİ ĎŚŞ ŰďŚśä ěŘ ćĄÊÖõ (ÓóŘ ?ťÆČİ ćÀä Œþ ěŘ ćĄÊÖõ (Š .ÝČûćüõ ďŘÂì ŚĂśõ Řď ŠŘĄŻ SSČÞû Ěf ãê ø ÝČœŘćüõ Řď öŚţĺŚŞ öŚœŘÀČőŚþď ŠŘĄŻ ,(Š) ñŘĄb ĺ ćďĄõ ďć À§Řø öŘĄĂä ĆŞ Řď üÎąùďŚŢ ÂðŘ ÉąĎŚŞ .ťĺŘ ÍąùďŚŢ øć ýŚûñĄÏ ťśÆœ ,ćÀä Œþ ěŘ ćĄÊÖõ .ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď (ťśůõ) ćŘÀäŘ Ćb äĄÞźõ ,SSØÞõ ýŚûÍąùďŚŢ Ćb Þû ýŚûñĄÏ ,ÝČĂî ťČśůŮ ø ŠŚ£ţœŘ Ćb ÎÖœ öŘĄĂä ĆŞ Řď ÂÚþć ýŘĆÎÖœ ø ÝČõŚĂŞ 0 Řď öŊ ŘbÀśõ ,ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ H üÎąÝČœ ÂðŘ řČŮÂŮ SSþŘ ĆŞ .ćĄłüõ ďĄÑĂõ (ťśůõ) ćŘÀäŘ ø ÍąÝČœ SSþŘ ŕŚÖœ öŚČõ Œþ ĆŞ Œþ ýÂÒŚĂŮ ,ÝČĂî ďŚČţąŘ ,1 ,À§Řø SSþŘ ñĄÏ Ćî (1 ÛØł) ÀĂîüõ ÓþÂãŮ c ŚŮ 0 ěŘ üÎąùďŚŢ ,ÍąÝČœ SSþŘ ýø ď c Ćb ÎÖœ Âû Ćî řČŮÂŮ SSþÀŞ ÛŞŚì ýćĄúł ,üĺÀĂû íŘďćŘ ŚźĂþŘ ďć ĆţśóŘ .ťĺŘ ÂÒŚĂţõ ćÀä ùÀł ďŚČţąŘ À§Řø ĆŞ ťśÆœ ÍąùďŚŢ ,ťÆČœ ýŘĆÈìŚĂõ ñĄÏ ø ťĺŘď Íą ôĄúÔõ ćďĄõ ďć ÝČĂîüõ ŋÂê řČŮÂŮ SSþÀŞ .ććÂðüõ üÖÜŮ ćŚÞţäŘ ÂźĂõ üÖÎĂõ ÛØÈõ ĆŞ ÝČûŚÔõ SSþŘ ŚŞ öćÂîďŚî ø ,ťĺŘ öŚÆØþ ÝČûŚÔõ SSþŘ ěŘ ŚûöŚÆœŘ Ćb Þû ťłŘćÂŞ ñĄňŘ ø ćĄŞ üãČśÏ ÝÜä Ćb ąŚł Œþ ĆĺÀĂû ,öŚţĺŚŞ öŘÀĂÞÈœŘć ÂÑœ ěŘ Ćî ťłŘć ĆŻĄŮ ÀþŚŞ .ćĄłüÞœ .ÀœÀłüõ ùćÂÞł ěŚźõ öŚÆœŘ íŘďćŘ ÂŞ üØţõ éďŚãţõ ĆÎÖœ Ćĺ ýŚŻ ĆŞ ÂðŘ .ÝþĄł ÛþŚì üþŚĂãõ (1) ýŘÂŞ ćÂî ÝČûŘĄą ÇłĄî öĄĂîŘ ,(ÓóŘ) ćďĄõ ďć SSłø ď ø ÕČìć üõĄúÔõ ŰďŚśä SSþŘ ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď c_0/c_1 . . . c_n ŰďŚśä (1) ďć (ćøÀ¡õŚœ ĆõŘćŘ) :ćďŘć C_n = c_0/c_1 . . . c_n = c_0 + c_1 10 + · · · + c_n 10^n ùběŘÀœŘ ĆŞ Ýî ťĺć ÀþŚŞ ŚfãÎì ćÀä SSþŘ ,ÀłŚŞ ćÀä Œþ (1) ŰďŚśä ÂðŘ .ÝČĂîüõ ťČśůŮ ńŚą n Œþ ťĺŘ SSØÞõ Ćî ýćÀä üóø .ćěŚĺ ÂţØİĄî Řď öŊ ÀœŘĄŮüÞœ ÀãŞ ĆŞ c_{n+1} ôŚìďŘ öćøÃêŘ Ćî ŘÂþě ÀłŚŞ C_n ěŘ ÂţðďÃŞ^1_{10n} ěŘ ÀœŘĄŮüÞœ ćÀä SSþŘ ?ÀłŚŞ ÀœŘĄŮüõ C_n ěŘ ÂţðďÃŞ ďÀÖİ ÂůîŘÀ§ ćĄł öŚČŞ (1) ÍĺĄŮ :SSþŘÂŞŚĂŞ .ćĄł ÂţðďÃŞ c_n ěŘ ďŚÈäŘ ěŘ ÅŢ ôŘ n Ýìď ťÆþŚŞüõ ŰďĄň öŊ ďć Ćî ŘÂþě ÀłŚŞ C_n

C_n ≤ c_0/c_1c_2c_3 . . . ≤ C_n + 1 10^n (2)

ťĺŘ ýćÀä ,ćĄŻø ŰďĄň ďć ,c_0/c_1c_2c_3 . . . řČŮÂŮ SSþÀŞ .ÀłŚŞ ďŘÂìÂŞ n Âû ýŘěŘĆŞ ÀþŚŞ (2) Ćb ÎŞŘď .n = 0, 1, 2, . . . ,ÀĂîüõ ëÀň n Âû ýŘěŘĆŞ (2) ýøŚÆõŚœ ďć Ćî

.ÀĂî ëÀň n Âû ýŘěŘĆŞ (2) ýøŚÆõŚœ ďć ťĺŘ SSØÞõ ćÀä Œþ ÂůîŘÀ§ .Ýó (1-2)

,ÀœÂČð ďŘÂì [C_n, C_n +^1_{10n} ] ùběŚŞ ďć n Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ÀĂłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø c^′ ø c ćÀä øć ÂðŘ .ŰŚśŹŘ ŒİĄî ùŘĄ£óć ĆŞ öŘĄŮüõ Řď^1_{10n} ,n SSţêÂð ïďÃŞ ŚŞ öĄİ .ťĺŘ ÂţØİĄî^1_{10n} Âû ěŘ ćÀä øć SSþŘ Ćb ÜňŚê □ .c = c^′ ÅŢ ,ÀłŚŞ ÂţØİĄî ýćÀä Âû ěŘ ÀþŚŞ c^′ ø c ĆÜňŚê ,ťąŚĺ ýŚûùěŚŞ Ćb Þû ďć ÀþŚŞ ýćÀä SSČĂİ .ťÆČİ SSÞÌţõ (2) üðÄþø ŚŞ ýćÀä ćĄŻø Ćî ÝČĂČŞüõ öĄĂîŘ öĄİ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .ćÂČð ďŘÂì [C_n, C_n +^1_{10n} ] C_0 ≤ C_1 ≤ C_2 ≤ · · · C_0 + 1 ≥ C_1 +^1_{10} ≥ C_2 +^1_{102} ≥ · · ·

:ÀĂţÆû ĄŮ ďć ĄŮ ŚûùěŚŞ SSþŘ · · · ⊂ [C_2, C_2 + 1 10^2

] ⊂ [C_1, C_1 + 1 10 ] ⊂ [C_0, C_0 + 1] ďŘÂì ŚûùěŚŞ SSþŘ Ćb Þû ďć ÀþŚŞ c_0/c_1c_2 . . . üőÂê ćÀä ø ćďŘć ćĄą ťĺŘď ťÞĺ ùběŚŞ^1_{10} üóĄÏ ùěŚŞ Âû ĆŞ ÀþŚŞ ĆţÆŞ ýŚûùěŚŞ üőŚśÖœŘ Ćb óŚśœć SSþŘ Ćî ÀĂîüõ ÝØ§ H ÍąÝČœ “öćĄŞ ĆţĺĄČŢ” ěŘ Śõ ćĄúł .ćÂČð Ćb Þû ďć Ćî ÀłŚŞ c_0/c_1c_2 . . . Ćb ÎÖœ öŚÞû ďŚİŚœ ĆŞ ÀþŚŞ Ćî ćĄł ŠďŚÖţõ H ÍąÝČœ ýø ď ĆÎÖœ ŒŮ Œþ Íą öćĄŞ ĆţĺĄČŢ ěŘ Śõ íŘďćŘ ěŘ üþÃŻ ĆØÜŞ ťÆČœ ŰŚśŹŘ ÛŞŚì üĺÀĂû ďĄÊŮ SSþŘ .ćďŘć ďŘÂì ŚûùěŚŞ SSþŘ :ÝČĂîüõ âőø ÛňŘ Œþ öŘĄĂä ĆŞ Řď ÝØ§ SSþŘ ÛČóć SSþŘ ĆŞ .ťĺŘ ťĺŘď

ýŚûýøŚÆõŚœ Ćb Þû ďć Ćî ćďŘć ćĄŻø (ćÂê ĆŞ ÂÊ¡Ăõ) ýćÀä .(ñøŘ ŰďĄň) ťČõŚÞŮ ÛňŘ (2-2) Ćb ÎÖœ Âû ,ÅØãóŚŞ ,Ćî Àþć ÝČûŘĄą ýćøě ĆŞ âìŘø ďć) .ÀĂîüõ ëÀň ,n = 0, 1, 2, . . . ýŘěŘĆŞ ,(2) .(ćďŘć ,ôĄţ£õŚœ Śþ ôĄţ£õ ,c_0/c_1c_2c_3 . . . ÛØł ĆŞ üÈþŚÞœ H ýø ď Ýó ÕśÏ ,ćÀä Œþ ÍÖê ø) ćÀä Œþ ÂÚÈþŚÞœ c_0/c_1c_2c_3 . . . ,ťČõŚÞŮ ÛňŘ ÕśÏ ,řČŮÂŮ SSþÀŞ ,ÀĂţÆû ĆõĄţ£õ Ćî üþŚúœŊ ÍÖê ćŘÀäŘ SSþŘ öŚČõ ďć ÝþÀþć Ûśì Ćb ÆÜŻ ďć Ćî öŚĂżÞû .ťĺŘ (1-2 ýŚûÂÆî üĂãþ ,ŚþĄð ćŘÀäŘ ÂÚÈþŚÞœ ÀœĄłüõ ŠøŚĂţõ Ďf Śõ Ćî üþŚúœŊ ø ,ÀãŞ ĆŞ n Œþ ěŘ c_n = 0 üĂãþ ťČõŚÞŮ ÛňŘ ĆŞ ŔŚØŮŘ ŚŞ SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀĂõŚœüõ ÝňŘ Śþ ŚþĄðŚœ Řď ćŘÀäŘ ÂþŚĺ .ÀĂţÆû ,üãČśÏ ćÀä m, n ,^m_n .ćÂî ĆŐŘďŘ üœŘøŘÂê ýŚþĄðŚœ ćŘÀäŘ öŘĄŮüõ :ťĺŘ 1-2 Ýó ø ťČõŚÞŮ ÛňŘ ÝČÖţÆõ ĆźČţœ ,ćĄłüõ ĆŐŘďŘ ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ Ćî ,Âþě Ćb ţØœ

:ÝČĂî üĺď ÂŞ Řď Âþě ćÀä ÝČûŘĄąüõ .ñŚůõ 1/999 . . . ďć ø ťĺŘ ćÀä Œþ ŚfãÎì SSþŘ ťČõŚÞŮ ÛňŘ ÕśÏ .i ≥ 1 Âû ýŘěŘĆŞ c_i = 9 ø c_0 = 1 ŚźĂþŘ ďć ÅŢ :ÀĂîüõ ëÀň Âþě ýŚûýøŚÆõŚœ Ćb Þû 1/ 9 . . . 9 n ≤ 1/999 . . . ≤ 1/ 9 . . . 9 _n + 1 10^n

= 2 (n = 0, 1, 2, . . .)

:ÝþďŘć 1-2 ÕśÏ SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀĂîüõ ëÀň n Âû ýŘěŘĆŞ ýøŚÆõŚœ SSČÞû ďć ÃČœ 2 ćÀä ÂÚþć üêÂÏ ěŘ 1/999 . . . = 2

ćÀä ÀČĂî ťŞŚŹ Ûśì ñŚůõ ľø ď ĆŞ .i > n Âû ýŘěŘĆŞ c_i = 9 ø c_n < 9 ÀČĂî ŋÂê .SSþÂÞŮ c_0/c_1 . . . c_n999 . . .

.ťĺŘ c_0/c_1 . . . c_{n−1}(c_n + 1) ÂŞŘÂŞ ýďŚÈäŘ ŰďĄň ĆŞ ,H ĄÌä Âû üĂãþ ,ćÀä Âû ÝČûć öŚÈœ ű¡Ş ÛČÞØŮ ýŘÂŞ ťĺŘ ôěĎ ŚźĂþŘ ďć c_0 + 1 ø c_0 üóŘĄţõ ĳČ¡ň ćÀä øć ,ÀłŚŞ H ěŘ ýĄÌä c ÂðŘ .ťĺŘ ÇþŚÞœ ÛŞŚì ôĄţ£õŚœ Śþ ôĄţ£õ ĆþÃźŮ ŘÃźõ ùběŚŞÂþě 10 ĆŞ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď [c_0, c_0 + 1[ ùběŚŞ ÂðŘ .c_0 ≤ c < c_0 + 1 Ćî ťêŚþ öŘĄŮüõ :ÝČĂî [c_0, c_0 + 1 10 [∪[c_0 + 1 10 , c_0 + 2 10 [∪ · · · ∪ [c_0 + 9 10 , c_0 + 1[ ,[c_0 +^{c1}_{10} , c_0 +^{c1+1}_{10} [ Ą Ì ä c Ěf ů õ ,ćďŘć ďŘÂ ì ùěŚ Ş 10 SS þŘ ěŘ ü Ø þ Ś ú Ă Ů ø Œ þ ďć c ćÀ ä :ťłĄœ öŘĄŮüõ ŰďĄň SSþŘ ďć Ćî .ťĺŘ ,c_1 = 0, 1, . . . , 9 c_0 + c_1 10 ≤ c ≤ c_0 + c_1 10 + 1 10 Ć ź Č ţ œ ø ùćÂ î Ć þÃ ź Ů^1_{100} ñĄ Ï Ć Ş ùběŚ Ş 10 Ć Ş Řď [c_0 +^{c1}_{10} , c_0 +^{c1}_{10} +^1_{10} [ ùběŚ Ş ř Č ŮÂ Ů SS Č Þ û Ć Ş :Ćî ýďĄÏ ĆŞ ćďŘć ćĄŻø c_2 üÞìď Ćî ÝþÂČðüõ c_0 + c_1 10 + c_2 100 ≤ c ≤ c_0 + c_1 10 + c_2 100 + 1 100 Ěf ů õ ,ćĄ ł š İ ť Þ ĺ ü þŚ ú ţ œŘ Ćb Î Ö œ Â ŞŘÂ Ş Śf Ö Č ìć c ,ü õŚ ð ďć Â ðŘ ,Û Þ ä SS þŘ Ćb õŘćŘ Ś Ş ø ćĄłüÞœ ÓìĄţõ ÀĂþŘÂê SSþŘ ŰďĄň SSþŘ ÂČè ďć .c = c_0/c_1 . . . c_k ÝþďŘć ,c = c_0 +^{c1}_{10} + · · · +^{ck}_{10k} :ťłŘć ÝČûŘĄą c_0 +^{c1}_{10} + · · · +^{cn}_{10n} ≤ c < c_0 +^{c1}_{10} + · · · +^{cn}_{10n} +^1_{10n} n = 0, 1, 2, . . . Âû ýŘěŘĆŞ ≤ c_0 +^{c1}_{10} + · · · +^{cn}_{10n} +^1_{10n}

.ÝþćŘć ÇþŚÞœ c_0/c_1c_2c_3 . . . ĆŞ ÓþÂãŮ ÕśÏ ,ÀĂî ëÀň ŚûýøŚÆõŚœ SSþŘ Ćb Þû Âû ďć Ćî ýćÀä Â Ñ œ Ć Ş Â Ůü Ü î ,ť ĺŘ Â ŮćÂ ź õ Ć î ćĄ łü õ Ć ŐŘďŘ ýÂ Ú þć ñćŚ ã õ Û Ø ł Ć Ş ť Č õŚ Þ Ů Û ňŘ Ďf Ą Þ ã õ ÛňŘ ŰďĄň SSþŘ ĆŐŘďŘ SSÞő .ćďŘÀœ Řď 10 üÆþĄœćÀä ýŚĂśõ ĆŞ (2-2) ýÂûŚÒ üÚţÆŞŘø ø Àĺďüõ Śõ üĺÀĂû ÂþĄÊŮ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ĆŻĄŮ .ÀœŘñćŚãõ ŰďĄň øć âìŘø ďć Ćî ćŘć ÝČûŘĄą öŚÈœ ,ťČõŚÞŮ ÝþÀČõŚœ 0 Řď ÍąÝČœ SSþŘ ýěŚèŊ Ćb ÎÖœ .ťĺŘ H ÍąÝČœ Œþ ýø ď ŕŚÖœ öĄĂîŘ ,ćŘÀäŘ ĆäĄÞźõ ěŘ a < b üśČŮÂŮ Ćb ÎŞŘď řČŮÂŮ SSþŘ ĆŞ .(1 ÛØł) ÝþÂČðüõ ťĺŘď éÂÏ ĆŞ Ďf ĄÞãõ Řď ÍąÝČœ ćŘÀţõŘ ø ýŘÂŞ ñøŘÀţõ ćŚÞœ ěŘ ÅŢ SSþŘ ěŘ .ćďŘć ďŘÂì a ťĺŘď éÂÏ ďć b Ćî ťĺŘ üĂãõ SSþÀŞ üĺÀĂû ÂÑœ ěŘ ,[a, b] = {x ∈ H | a ≤ x ≤ b} ,ÀĂłŚŞ H ďć b ø a ÂðŘ řČŮÂŮ SSþÀŞ .ćÂî ÝČûŘĄą ùćŚÔţĺŘ ÃČœ ŚûùěŚŞ ýŘĆäĄÞźõÂþě S ÂðŘ .ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ ]a, b[ ø ]a, b] řČŮÂŮ SSČÞû ĆŞ ø [a, b[= {x ∈ H | a ≤ x < b} :Ćî üŮďĄň ďć ÝČõŚœüõ S ýŘÂŞ ĎŚŞ öŘÂî Œþ Řď M ćÀä ,ÀłŚŞ H ěŘ S ěŘ s ĄÌä Âû ýŘÂŞ s ≤ M ùěŚŞ øć ěŘ Œþ Âû ýŘÂŞ Ěf ůõ .ÀĂţÆČœ üÌãŞ ø ÀĂţÆû üþĎŚŞ öŘÂî ýŘďŘć S ýŚûĆäĄÞźõÂþě üÌãŞ üãČśÏ ćŘÀäŘ Ćb äĄÞźõ üóø ,ťĺŘ ĆäĄÞźõ ýŘÂŞ üþĎŚŞ öŘÂî Œþ M ≥ b Ćî M ćÀä Âû ,]a, b[ ø [a, b] ďć ÝČõŚœüõ S Ćb äĄÞźõ ýŘÂŞ üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî Řď M_0 ćÀä .ćďŘÀœ üþĎŚŞ öŘÂî {1, 2, 3, . . .} :Ćî üŮďĄň .ÀłŚŞ S ýŘÂŞ ĎŚŞ öŘÂî Œþ M_0 (ÓóŘ .M_0 ≤ M ÝČłŚŞ ĆţłŘć S Ćb äĄÞźõ ýŘÂŞ M ýĎŚŞ öŘÂî Âû ýŘěŘĆŞ (Š Âû M_1 ø M_0 ÂðŘ Ćî ŘÂþě ťĺŘ ćÂê ĆŞ ÂÊ¡Ăõ ĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî ,ćĄŻø ŰďĄň ďć ,Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ÅŢ ,M_1 ≤ M_0 ø M_0 ≤ M_1 ÝČłŚŞ ĆţłŘć ÀþŚŞ ÀĂłŚŞ S Ćb äĄÞźõ ýŘÂŞ ĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî øć .M_1 = M_0

ĆţłŘć ćĄŻø üþĎŚŞ öŘÂî H ěŘ S üúŮŚœ Ćb äĄÞźõÂþě ýŘÂŞ ÂðŘ .(ôøć ŰďĄň) ťČõŚÞŮ ÛňŘ (3-2) .ćďŘć ćĄŻø (ćÂê ĆŞ ÂÊ¡Ăõ) üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî Œþ S ýŘÂŞ ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ

Ěf ůõ .ÀłŚśœ Śþ ÀłŚŞ S ĄÌä ťĺŘ SSØÞõ S Ćb äĄÞźõ üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî Ćî ťĺŘ ÂîÁŮ ĆŞ ôěĎ üóø ÀłŚŞüõ [1, 2] ĄÌä Ćî ťĺŘ ĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî 2 ćÀä ,[1, 2[ ø [1, 2] Ćb äĄÞźõ øć Âû ýŘÂŞ .ťÆČœ [1, 2[ ĄÌä Řď Œþ Âû ÂðŘ Ćî ôĄúÔõ SSþŘ ĆŞ ÀĂţÆû ñćŚãõ ťČõŚÞŮ ÛňŘ ŰďĄň øć Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ öĄĂîŘ .ťĺŘ ŰŚśŹŘ ÛŞŚì ùÀł ĆţêÂþÁŢ ÛňŘ ěŘ ýÂÚþć ,ÝþÂþÁşŞ ýŘĆäĄÞźõ Řď S řČŮÂŮ SSþÀŞ .Àûćüõ ĆźČţœ Řď ôøć ŰďĄň ,ñøŘ ŰďĄň ÝČûćüõ öŚÈœ ťÆ£œ ĄÌä Âû .ÝČĂîüõ ĆŐŘďŘ Řď üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî öŊ ýŘÂŞ ø ćďŘć üþĎŚŞ öŘÂî Ćî ÝþÂČðüõ H ěŘ üúŮŚœ ýŚûÇþŚÞœ SSþŘ ĳČ¡ň ŔŘÃŻŘ SSČŞ ďć ,ćďŘć ĎŚŞ öŘÂî S öĄİ .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ ýďŚÈäŘ ŰďĄň ĆŞ Řď S n ěŘ ÂţðďÃŞ ýĄÌä S ,n üãČśÏ ćÀä Âû ýŘÂŞ ŰďĄň SSþŘ ÂČè ďć) ćďŘć ćĄŻø SSþÂţðďÃŞ ýďŚÈäŘ c_0 Řď S ýŚÌäŘ öŚČõ ďć ĳČ¡ň ŔÃŻ SSþÂţðďÃŞ .(ćĄŞ ÀûŘĄ£œ üþĎŚŞ öŘÂî ýŘďŘć S ø ťłŘć ÀûŘĄą ø ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ c_0 ĳČ¡ň ŔÃŻ ŚŞ ýŚÌäŘ ěŘ Ćî ÝþÂČðüõ S Ćb äĄÞźõÂþě Řď S_1 ñŚ§ .ÝČõŚœüõ .ÀłŚŞ 0, 1, . . . , 9 ćŘÀäŘ ěŘ üØþ ÀþŚŞ Ýìď SSþŘ .ÝČĂîüõ ùŚÚœ S_1 ýŚÌäŘ ďŚÈäŘ ěŘ ÅŢ ñøŘ Ýìď ĆŞ S_1 Ćb äĄÞźõÂþě Řď S_2 ñŚ§ .ÝČõŚœüõ c_1 Řď S_1 ýŚÌäŘ öŚČõ ćĄŻĄõ ďŚÈäŘ ěŘ ÅŢ ñøŘ Ýìď SSþÂţðďÃŞ ùŚÚœ S_2 ÂňŚĂä öŚČõ ďć ďŚÈäŘ ěŘ ÅŢ ôøć Ýìď ĆŞ ø ÀœĄłüõ áø Âł c_0/c_1 ŚŞ ÇþŚÌäŘ Ćî ÝþÂČðüõ c = c_0/c_1c_2c_3 . . . ñŚ§ .ÝČûćüõ ĆõŘćŘ Řď ĎŚŞ ÛÞä ø ÝČõŚœüõ c_2 Řď ćĄŻĄõ Ýìď SSþÂţðďÃŞ .ÝČĂîüõ :Ćî ťĺŘ É£Èõ c ťąŚĺ ľø ď ěŘ ø ťĺŘ ćÀä Œþ ťČõŚÞŮ ÛňŘ ÕśÏ

c_0 + c_1 10 + · · · + c_n 10^n

≤ c ≤ c_0 + c_1 10 + · · · + c_n 10^n + 1 10^n n = 0, 1, 2, . . . Âû ýŘÂŞ

ťĺŘ S ýŘÂŞ üþĎŚŞ öŘÂî c ĆØĂþŘ .ťĺŘ S Ćb äĄÞźõ ýŘÂŞ üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî c ÝČĂîüõ ŚäćŘ ćĄŻĄõ Ýìď SSþÂţðďÃŞ c ôŘ n Ýìď ĆÜ§Âõ Âû ďć âìŘø ďć ,ćĄłüõ ĆźČţœ šİ ťÞĺ ýŚûýøŚÆõŚœ ěŘ ÂðŘ Ćî ŘÂþě ćďŘÀœ ćĄŻø S ýŘÂŞ c ěŘ ýÂţØİĄî üþĎŚŞ öŘÂî ùøĚä ĆŞ .Àł ŠŚ£ţœŘ S ÂňŚĂä SSČŞ ďć ÂţØİĄî ÀþŚŞ ,c^′_n ,ÂÒŚĂţõ Ýìď ĆÜ§Âõ Œþ ďć ,ÀłŚŞ c = c_0/c_1c_2c_3 . . . ěŘ ÂţØİĄî c^′ = c^′_0/c^′_0c^′_1c^′_2 . . . Ýìď Ćî ÀœďŘć ćĄŻø S ěŘ ýÂňŚĂä ,Àûć ăď n = k ýŘěŘĆŞ ďŚŞ SSČóøŘ ýŘÂŞ ćŘÀþø ď SSþŘ ÂðŘ .ÀłŚŞ c_n ěŘ S ýŘÂŞ ĎŚŞ öŘÂî ÀœŘĄŮüÞœ ø ťĺŘ ÂţØİĄî S ÂňŚĂä üÌãŞ ěŘ c^′ ÅŢ ,ťĺŘ c^′_k ěŘ ÂţðďÃŞ ŚúœŊ ôŘ k

.ÀłŚŞ ťŞŚŹ üĂãþ .Àûćüõ ĆźČţœ Řď ñøŘ ŰďĄň ,ťČõŚÞŮ ÛňŘ ôøć ŰďĄň ÝČĂîüõ ťŞŚŹ ÅØãóŚŞ üĂãþ ,ôŚìďŘ Ćb äĄÞźõ Œþ Śû c_i ø ÀłŚŞ {0, 1, 2, . . .} ĆäĄÞźõ ěŘ ĳČ¡ň ćÀä Œþ c_0 ùŚðÂû ÝČĂîüõ :Ćî ćďŘć ćĄŻø c ýćÀä ùŚÚœŊ ,{0, 1, . . . , 9} Ćb äĄÞźõ ýŚÌäŘ

c_0 + c_1 10 + · · · + c_n 10^n

≤ c ≤ c_0 + c_1 10 + · · · + c_n 10^n + 1 10^n n = 0, 1, 2, . . . Âû ýŘÂŞ (3)

:ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď T Ćb äĄÞźõ ,ďŚî SSþŘ ýŘÂŞ

T = {c_0, c_0/c_1, c_0/c_1c_2, . . .}

SSþÂţØİĄî ýŘďŘć ,ťČõŚÞŮ ÛňŘ ôøć ŰďĄň ÕśÏ ÅŢ ,(c_0 + 1 Ěf ůõ) ćďŘć ĎŚŞ öŘÂî ĆäĄÞźõ SSþŘ ëÀň (3) ýŚûýøŚÆõŚœ ďć c ćÀä SSþŘ ÝČĂî ťŞŚŹ ÀþŚŞ .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ c ĆŞ Ćî ťĺŘ üþĎŚŞ öŘÂî ÂţØİĄî Śûc_0/c_1 . . . c_n ěŘ Œþ žČû ěŘ c Àûćüõ öŚÈœ ťĺŘ S ýŘÂŞ üþĎŚŞ öŘÂî c ĆØĂþŘ .ÀĂîüõ ćÀä ÀĂłŚśœ ďŘÂìÂŞ ťĺŘď ťÞĺ ýŚûýøŚÆõŚœ ÂðŘ ñŚ§ .ÀœďŘÂìÂŞ šİ ťÞĺ ýŚûýøŚÆõŚœ üĂãþ ,ťÆČœ Ćî ćďŘć ćĄŻø k ü¡Č¡ň

c_0 + c_1 10 + · · · + c_k 10^k + 1 10^k < c

Ć î À Č Ă î Ć ŻĄ Ů) ť ĺŘ Â ţ ðďÃ Ş T Â ňŚ Ă ä Ćb Þ û ěŘ c_0 +^{c1}_{10} + · · · +^{ck}_{10k} +^1_{10k} ü óø Ćî ťĺŘ ùÀł ťêŚþ c ěŘ ÂţØİĄî T ýŘÂŞ üþĎŚŞ öŘÂî Œþ SSþŘÂŞŚĂŞ (0/0 . . . 0c_{k+1} . . . c_n <^1_{10k} ěŘ ťČõŚÞŮ ÛňŘ ñøŘ ŰďĄň řČŮÂŮ SSþÀŞ .ťĺŘ T üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî öŘĄĂä ĆŞ c ŠŚ£ţœŘ éĚą .ćĄłüõ ĆźČţœ ôøć ŰďĄň öŘĄĂä ĆŞ üÔĂõ ćŘÀäŘ SSţêÂþÁŢ ü£þďŚŮ ÂÑœ ěŘ .ćĄł ťś¡ň ÃČœ “üÔĂõ ćŘÀäŘ” ěŘ ťĺŘ ôěĎ ŚźĂþŘ ďć ÀãŞ ŰŚÆÜŻ ďć Ćî “üõĄûĄõ ćŘÀäŘ” ŚŞ ùŘÂÞû ÇČŞŚÞî üÔĂõ ćŘÀäŘ âìŘø ďć ø ÀČÈî ñĄÏ ŚûöÂì ćÀä .ÀœÀł ĆţêÂþÁŢ “ćÀä” öŘĄĂä ĆŞ ÂśŻ ÝÜä ÂţÈČŞ ĆãĺĄŮ üÏ ýćĚČõ ÝûćÃœŚł öÂì ďć Àł ÀĂûŘĄą đÂÎõ Ćb ĂþÂì .ťĺŘ ÛõŚî ťĺŘď Íą Œþ ĆŞ šİ ýĄĺ ĆŞ H ÍąÝČœ ôøŘÀŮ üÔĂõ ćŘÀäŘ üêÂãõ ùŘď SSþÂŮùćŚĺ řČŮÂŮ ĆÎŞŘď ø ÝČĂîüõ ñŚÞäŘ Řď ğĄœŚbõ ýÂśŻ ŰŚČÜÞä ,ÝČûćüõ ÇþŚÞœ “−x” ĆŞ Řď H ďć x ĄÌä Âû Ćî ÂÔň ø üÔĂõ ,ťśůõ ćŘÀäŘ Ćb äĄÞźõ .ÝČĂîüõ ďĄÑĂõ Řď ćďŘć ďŘÂì b šİ éÂÏ ďć a ýŚĂãõ ĆŞ a < b ôøć ŰďĄň .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ R ĆŞ ø ÝČõŚœüõ üÖČÖ§ ćŘÀäŘ Ćb äĄÞźõ ÀĂþŊüõ ťĺćĆŞ ÕþÂÏ SSþÀŞ :ťłĄœ üÖČÖ§ ćŘÀäŘ ýŘÂŞ ŚfĂČä öŘĄŮüõ Řď ťČõŚÞŮ ÛňŘ

,ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø üþĎŚŞ öŘÂî R ěŘ S üúŮŚœ Ćb äĄÞźõÂþě ýŘÂŞ ÂðŘ.R ýŘÂŞ ťČõŚÞŮ ÛňŘ (4-2) .ćďŘć ćĄŻø üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî Œþ S ýŘÂŞ ùŚÚœŊ ùøĚä ĆŞ .ÝČĂîüõ ďŘÁðŘø ùÀĂœŘĄą ĆŞ SSþÂÞŮ öŘĄĂä ĆŞ ćĄłüõ ĆźČţœ (3-2) ěŘ (4-2) ĆØĂþŘ ÝØ§ ø ćÂî ÓþÂãŮ ŚûýøŚÆõŚœ öćÂî Ćœø ďŘø ŚŞ ÃČœ Řď SSČþŚŢ öŘÂî SSþÂţðďÃŞ ø SSČþŚŢ öŘÂî ôĄúÔõ öŘĄŮüõ :ťêÂð ĆźČţœ Řď Âþě

SSþÂţðďÃŞ S ýŘÂŞ ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø üĂČþŚŢ öŘÂî R ěŘ S üúŮŚœ Ćb äĄÞźõÂþě ýŘÂŞ ÂðŘ (4-2) .ćďŘć ćĄŻø üĂČþŚŢ öŘÂî

Ćb ČÜî ěŘ Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď S^′ Ćb äĄÞźõ .üþŚÞĂûŘď) ÀþÂČÚŞ ĆźČţœ (4-2) ěŘ Řď (5-2) .SSþÂÞŮ .(ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ,x ∈ S ýŘěŘĆŞ ,Śû “−x”

ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ A ťĺŘ üþĎŚŞ öŘÂî SSþÂţØİĄî S Ćb äĄÞźõ ýŘÂŞ A üþĎŚŞ öŘÂî ÀČûć öŚÈœ .SSþÂÞŮ .s > A −^1_{10n} Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø S ěŘ s ěŘ ýĄÌä ,n üãČśÏ ćÀä Âû ýŘěŘĆŞ Û ś ì À Ă œŚ õ Śf Ă Č ä ]a, b[ ø ]a, b] ,[a, b[ ,[a, b] ýŚ ûùěŚ Ş ,À Ă łŚ Ş ü Ö Č Ö § ćŘÀ äŘ b ø a ùŚ ðÂ û ] − ∞, a] ěŘ ćĄ Ê Ö õ ø {x ∈ R | a ≤ x} Ćb äĄ Þ ź õ [a, ∞[ ěŘ ćĄ Ê Ö õ .À œĄ łü õ Ó þÂ ã Ů .ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ ] − ∞, a[ ø ]a, ∞[ ýŚûĆäĄÞźõ řČŮÂŮ SSČÞû ĆŞ .ťĺŘ {x ∈ R | x ≤ a}úb äĄÞźõ