
(2) ý�µÆõ ý�û�ÌêÂþ¥

�î Ýþ¢Âî ù¤�ª� ýÀã� ��k ý�µÆõ ý�ÌêÂþ¥ ÓþÂã� ¢¤�õ ¤¢ ý¢���� ñ��b¨ ý¢�Àã� �� Û±ì �ÆÜ� ö�þ�� ¤¢

.´¨� ¶½� ßþ� À�Üî ö� ��±�� ©ø¤ ø Âþ¥ �b �Ìì .Ý��î ô�Àì� �ú÷� Ûõ�î üþ�Ú¿¨�� �� Àª ¤�Âì

üÎ¡ ÛÖµÆõ �b ä�Þ¹õÂþ¥ ø¢ fB1; : : : ; Blg ø fA1; : : : ; Akg À��î ­Âê .ñ¢�±� �b �Ìì (1-8)

.l = k �¤�¬ ßþ� ¤¢ ,hB1; : : : ; Bli = hA1; : : : ; Aki �î ý¤�Ï �� À�ª�� Rn Â¬��ä ¥�

ö� � .k � l À � � î ­Â ê �f · õ .¢� ªü õ Ëì� � � � � Â ¹ � õ l 6= k Ý � û¢ü õ ö� È ÷ .�� ± ��

:´ª�÷ ö���üõ ,B1 2 hB1; : : : ; Bli = hA1; : : : ; Aki

B1 = t1A1 + � � �+ tkAk (1)

�b ä�Þ¹õ ø B1 = 0 �¤�¬ ßþ� Â �è ¤¢ �� Àª�� ÂÔ¬� ÷ Àþ�� t1; : : : ; tn °þ�Â® ¥� üØþ Ýî ´¨¢

�¤ �ûÅþÀ÷� ôøÃó �¤�¬ ¤¢) t1 6= 0 Ý��îüõ ­Âê �f ·õ .Àª�� üÎ¡ ÛÖµÆõ À÷���üÞ÷ fB1; : : : ; Blg

ø¢ ¤¢ t1A1 ø B1 ý�� ñ¢�±� �� Å� ,(Àª�� ÂÔ¬�÷ 1 ÅþÀ÷� �� °þÂ® �î ý¤�Ï �� À��î Ëþ�ã�

:Ýþ¤�¢ (1) éÂÏ

�t1A1 = �B1 + t2A2 + � � �+ tkAk

A1 = 1

t1
B1 �

t2

t1
A2 � � � � � tk

t1
Ak

(2)

üÎ¡ ü±�îÂ� ,hA1; : : : ; Aki ÂÊ�ä Âû ü�ãþ ,A1; : : : ; Ak üÎ¡ °�îÂ� Âû �î ¢�ªüõ �¹�µ÷ (2) ¥�

.ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ B2 2 hB1; : : : ; Bli = hA1; : : : ; Aki ÂÊ�ä ñ�� .´¨� fB1;A2; : : : ; Akg ¥�
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ö�� �ü õ ,´¨� fB1; A2; : : : ; Akg ¥� üÎ¡ ü± � îÂ � hA1; : : : ; Aki ÂÊ �ä Â û Ý þ�ù¢Â î ´ �� � ö��

:´ª�÷

B2 = s1B1 + s2A2 + � � �+ skAk (3)

�ä�Þ¹õ ø B2 = s1B1 �¤�¬ ßþ� ¤¢ �Âþ¥ À�ª�� ÂÔ¬ À�÷���üÞ÷ s2; : : : ; sk °þ�Â® �b Þû �¹�þ� ¤¢

s2; : : : ; sk ¥� üØþ Ýî ´¨¢ Å� .´¨� ��Ìì­Âê é�¡ �î ¢�� Àû��¡ üÎ¡ ÛÖµÆõ fB1; : : : ; Blg

�� �f¢À¹õ Å� .s2 6= 0 Ý��îüõ ­Âê (ôøÃó �¤�¬ ¤¢ �ûÅþÀ÷� ô�÷ Ëþ�ã� ��) �f ·õ �î ´Æ�÷ ÂÔ¬

:Ýþ¤�¢ s2A2 ø B2 ö�Øõ ñ¢�±�

�s2A2 = s1B1 �B2 + s3A3 + � � �+ tkAk

A2 = � s1

s2
B1 + 1

s2
B2 �

s3

s2
A3 � � � � � sk

s2
Ak

(4)

(A1; : : : ; Ak üÎ¡ °�îÂ� Âû �¹�µ÷ ¤¢) B1; A2; : : : ; Ak üÎ¡ °�îÂ� Âû �î Àû¢üõ ö�È÷ �Î��¤ ßþ�

�û Bi �� �¤ �û Ai ×� ×� ,ù¢�¢ �õ�¢� ©ø¤ ß�Þû �� .´¨� fB1;B2;A3; : : : ; Akg ¥� üÎ¡ ü±�îÂ�

üÎ¡ °�îÂ � Âû �î Ý�¨¤üõ �¹�µ ÷ ßþ� � � �Ü�Âõ k ¥� Å� ,k � l �î �¹÷� ¥� .Ý� �îüõ �ó¢� ±õ

l Âð� ,hB1; : : : ; Bli = hA1; : : : ; Aki �î �¹÷� ¥� .´¨� B1; : : : ; Bk üÎ¡ °�îÂ� ×þ A1; : : : ; Ak

üÎ¡ ñ�Öµ¨� é�¡ ßþ� �î Àª�� B1; : : : ; Bk ¥� üÎ¡ ü±�îÂ� Àþ�� Bk+1 ,Àª�� k ¥� Âµð¤Ã� �fÀ�î�

2 .À¨¤üõ ��±�� �� ÝØ� ø l = k �î ßþ� �¹�µ÷ .´¨� fB1; : : : ; Blg

×þ üÎ¡ ý�û°�îÂ� ¥� ÛØÈµõ E0 üÎ¡ ý�ÌêÂþ¥ ×þ Âð� �î Àû¢üõ ö�È÷ ñ¢�±� ��Ìì

üÎ¡ ý�û°�îÂ� �î ÂÚþ¢ üÎ¡ ÛÖµÆõ �b ä�Þ¹õ Âû ,Àª�� fA1; : : : ; Akg üÎ¡ ÛÖµÆõ �b ä�Þ¹õ

¥� �î ,k ¢Àä °��Â� ßþÀ� .Àª�� �Ìä k �fÖ�ì¢ ý�¤�¢ Àþ�� À�î ¢�¹þ� �¤ �ä�Þ¹õ ß�Þû ö� Â¬��ä

ßþ� Â� ü��£ ¤�Ï �� �î ´¨� ý¢Àä Àª Àû��¡ ùÀ÷��¡ hA1; : : : ; Aki üÎ¡ ý�ÌêÂþ¥ Àã� Å� ßþ�

Â¬��ä ¥� fA1; : : : ; Akg ý�Ìä ��küÎ¡ ÛÖµÆõ �b ä�Þ¹õÂþ¥ Âû .¢�ªüõ Û�Þ½� üÎ¡ ý�ÌêÂþ¥

ý�ÌêÂþ¥ ñ�Öµ÷� ¥� E = ha;A1; : : : ; Aki ý�µÆõ ý�ÌêÂþ¥ Âð� .Ý�õ�÷üõ E ý�Â� �þ�� ×þ �¤ E0
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���Èõ ý�ù¤�Ãð Ý�÷���üõ ö��î� .ÝþÂ�ðüõ k Ã�÷ �¤ E Àã� ,Àª�� ùÀõ� ´¨¢�� hA1; : : : ; Aki üÎ¡

:Ý��î ���¤� üÜî ´ó�� ¤¢ (4-6)

fB1; : : : ; Bkg ,E = ha;A1; : : : ; Aki ,Àª� � üÎ¡ ÛÖµÆõ fA1; : : : ; Akg Âð� .ù¤�Ãð (2-8)

.E = hb;B1; : : : ; Bki ù�Ú÷� ,b 2 E ø ,E0 = hA1; : : : ; Aki Â¬��ä ¥� üÎ¡ ÛÖµÆõ �bä�Þ¹õ ×þ

Ýþ¤�¢ ,b 2 E ö�� .��±��

b = a+ t1A1 + � � �+ tkAk (5)

×þ fA1; : : : ; Akg üÎ¡ °�îÂ� Âû �î ÝþÀþ¢ ÂÚþ¢ üêÂÏ ¥� .t1; : : : ; tk °¨��õ üÖ�Ö� ¢�Àä� ý�Â�

:Ý�Æþ�÷üõ Âþ¥ �¤�¬ �� �¤ Âõ� ßþ� ÅØãó�� ø ,´¨� fB1; : : : ; Bkg üÎ¡ °�îÂ�

s1A1 + � � �+ skAk = s0
1
B1 + � � �+ s0kBk (6)

:Ýþ¤�¢ ,x 2 ha;A1; : : : ; Aki Âð� ßþ�Â����

x = a+ s1A1 + � � �+ skAk

= b+ (s1 � t1)A1 + � � �+ (sk � tk)Ak (5 Õ±Ï)

B1; : : : ; Bk ¥� üÎ¡ ü±�îÂ� �¤�¬ �� �¤ (s1 � t1)A1 + � � �+ (sk � tk)Ak ö���üõ (6) Õ±Ï ø

:ù�Ú÷� ,y 2 hb;B1; : : : ; Bki Âð� ÅØãó�� .x 2 hb;B1; : : : ; BkiÅ� ,´ª�÷

y = b+ r0
1
B1 + � � �+ r0kBk ; r0

1
; : : : ; r0k °¨��õ üÖ�Ö� ¢�Àä� ý�Â�

�� Å� ,´ª�÷ r1A1 + � � �+ rkAk �¤�¬ �� (6) Õ±Ï ö���üõ �¤ r0
1
B1 + � � �r0

k
Bk üÎ¡ °�îÂ�

:(5) ×Þî

y = a + (t1 + r1)A1 + � � �+ (tk + rk)Ak

2 .À¨¤üõ ��±�� �� ÝØ� ø ,y 2 ha;A1; : : : ; Aki ü�ãþ
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:´¨� (5-6) ���Èõ Ã�÷ Âþ¥ ù¤�Ãð

�b ÎÖ÷ (k + 1) ý�¤�¢ Rn ¤¢ E2 ø E1 ýÀã� ��ký�µÆõ ý�û�ÌêÂþ¥ À��î ­Âê .ù¤�Ãð (3-8)

.E1 = E2 ù�Ú÷� ,À÷Â�ðüÞ÷ ¤�Âì Rn ¤¢ k ¥� ÂµØ��î Àã� �� ý�ÌêÂþ¥ ×þ ¤¢ �î À�ª�� íÂµÈõ

�þ�� ×þ fA1; : : : ; Akg Âð� .À�ª�� E1; E2 íÂµÈõ ¯�Ö÷ P0; P1; : : : ; Pk À��î ­Âê .��±��

�¤�¬ �� ö���üõ �¤ E1 Â¬��ä ,Àª�� E0

1
ý�Â�

P0 + t1A1 + � � �+ tkAk

,¢� ªü õ � µ ª� ÷ ë� ê �¤� ¬ � � × þ Â û ,P1; : : : ; Pk 2 E ö� � ñ� � .¢�¢ Ç þ� Þ ÷

Ý � Æ þ� ÷ü õ .´ ¨� A1; : : : ; Ak ¥� ü Î ¡ ü ± � îÂ � × þ Â û P1 � P0; : : : ; Pk � P0 Å �

ö�È÷ .´¨� üÎ¡ ÛÖµÆõ fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g Ý��îüõ �ä¢� ñ�� .P 0

1
= P1 � P0; : : :P

0

k
= Pk � P0

� î ¢� ªüõ ù¤�Ã ð ­Â ê ß þ� � � Ëì� � � � � Â¹ � õ fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g üÎ¡ üÚ µÆ ��ø ­Â ê Ý � û¢üõ

ù¤�Ãð ´ó�� ¤¢ �î k = 1 Âð� .À÷Â�ðüÞ÷ ý�� k ¥� ÂµØ��î Àã� �� ý�ÌêÂþ¥ ×þ ¤¢ P0; P1; : : : ; Pk

fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g À��î ­Âê ñ�� .k > 1 Ý��îüõ ­Âê Å� ,´¨� ùÀª ´��� �f ±ì �î Ý�µÆû (5-6)

Ýþ¤�¢ À�ª�� ÂÔ¬ �ú�þ� �b Þû Âð� �Âþ¥ ´¨� ÂÔ¬�÷ P 0

1
; : : : ; P 0

k
¥� üØþ Ýî ´¨¢ .´¨� üÎ¡ �b µÆ��ø

¢Â�ðüõ ¤�Âì Rn ýÀã� ÂÔ¬ ý�µÆõ ý�ÌêÂþ¥ ×þ ¤¢ fP0; P1; : : : ; PkgÅ� P0 = P1 = � � � = Pk

´¨� üÎ¡ ÛÖµÆõ �b ä�Þ¹õÂþ¥ ×þ Ûì�À� ý�¤�¢ fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g°��Â� ßþÀ� .´¨� ­Âê é�¡ �î

ÂÑ÷ ¤¢ �¤ fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g ¥� (�Ìä� ¢�Àã� ÂÑ÷ ¥�) �ä�Þ¹õÂþ¥ ßþÂµð¤Ã� .(ÂÔ¬�÷ ýÂÊ�ä ×� ×þ)

fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g �b ä�Þ¹õÂþ¥ ß��� .Ý�õ�÷üõ l �¤ ö� ý�Ìä� ¢�Àã� ,´¨� üÎ¡ ÛÖµÆõ �î ÝþÂ�ðüõ

ùÀª­Âê üÎ¡ �b µÆ��ø fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g �Âþ¥ l < k ñ�� Âû �� ßØ�ó ø Àª�±÷ ¢Âê �� ÂÊ½�õ ´¨� ßØÞõ

ÛÖµÆõ �b ä�Þ¹õÂþ¥ ßþ� fP 0

1
; : : : ; P 0

l
g Ý��îüõ ­Âê ,ôøÃó �¤�¬ ¤¢ �ûÅþÀ÷� ô�÷ Ëþ�ã� �� .´¨�

F0 �¤ P 0

1
; : : : ; P 0

l
Í¨�� ùÀª ¢�¹þ� üÎ¡ ý�ÌêÂþ¥ .Àª�� �Ìä ßØÞõ ¢�Àã� ßþÂµÈ�� ý�¤�¢ üÎ¡

fP 0

1
; : : : ; P 0

l
g �� ×þ Âû ö¢øÃê� �î �Âþ¥ Pl+1; : : : ; Pk 2 F0 Ýþ¤�¢ .F0 = hP 0

1
; : : : ; P 0

l
i ,Ý�õ�÷üõ
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P0 � � �¤ ö� Âð� ø ,l � k ,´¨� ýÀã� � �l üÎ¡ ý�ÌêÂþ¥ ×þ F0 .À�îüõ ¢�¹þ� üÎ¡ üÚµÆ��ø

:Àþ�üõ ´¨¢�� F ýÀã� ��l ý�µÆõ �bä�Þ¹õÂþ¥ ×þ ,Ý�û¢ ñ�Öµ÷�

F = hP0;P
0

1
; : : : ; P 0

l
i

­Âê é�¡ ßþ� ,l < k ö�� .À�µÆû ö� �Ìä �Þû Pk = P0 + P 0

k
, : : : ,P1 = P0 + P 0

1
,P0 �î

Àþ�� �ä�Þ¹õ ßþ� ø Àª Ëì��� �� Â¹�õ fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g üÎ¡ üÚµÆ��ø �î ßþ� �¹�µ÷ .´¨� ù¤�Ãð

Ýþ¤�¢ (2-8) ùb¤�Ãð Õ±Ï ø ´¨� E0

1
ý�Â� �þ�� ×þ fP 0

1
; : : : ; P 0

k
g ßþ�Â���� .Àª�� üÎ¡ ÛÖµÆõ

E1 = hP0;P
0

1
; : : : ; P 0

ki

:�î ¢�ªüõ �¹�µ÷ ø À�îüõ ¤�î Ã�÷ E2 ý�Â� ñ�Àµ¨� ß�Þû ß�ä ,P0; P1; : : : ; Pk 2 E2 ö��

E2 = hP0;P
0

1
; : : : ; P 0

ki

2 .¢�ªüõ �¹�µ÷ E1 = E2 ø

Àã� Âû ¥� ý�µÆõ ý�û�ÌêÂþ¥ �� Ý�÷���üõ Ýþ¢Âî ÓþÂã� �½Ô¬ ø Í¡ ý�Â� �î �¤ ý¥��� ô�úÔõ

ø ,À�µÆû ý¥��õ E1;E2 Ý�þ�ðüõ .À�ª�� Rn ý�µÆõ ý�ÌêÂþ¥ ø¢ E1;E2 À��î ­Âê .Ý�û¢ Ý�Þã�

,�bÀ±õ �� �ú÷� ý�û�µê�þ ñ�Öµ÷� ý�Â� ø Àª�� üú� E1;E2 í�Âµª� �î ü�¤�¬ ¤¢ ,E1kE2 Ý�Æþ�÷üõ

.E0
2
� E0

1
�þ E0

1
� E0

2
Ý�ª�� �µª�¢ ,E0

1
; E0

2
ü�ãþ

�¨ ý�ÌêÂ þ¥ � � �¤ l : x1�2

1
= x2

2
= x3

0
= x4�1

1
= x5+2

�1
´¨�¤ Í¡ ü±Æ÷ ´�ã®ø .ñ� · õ

ø ,À� µÆû (x1;0;1; x4; x5) ÛØª �� E Â¬��ä .À� �î ü¨¤Â� R5 ¥� E = he3; e1; e4; e5iýÀã�

l0 : x1

1
= x2

2
= x3

0
= x4

1
= x5

�1
Ýþ¤�¢ .´¨� üú� l \ E Å� ,´¨� ÂÔ¬ ô�¨ �Ôó�b õ ,l ¯�Ö÷ ý�Â�

�b Î Ö ÷ ñ� � .À ª� � Â Ô ¬ À þ� � E0 Â ¬� � ä ô� ¨ ø ôø¢ ý� û� Ô ó�b õ ü � ã þ ,E0 = he1; e4; e5i ø

�Âþ¥ E0 6� l0 ÂÚþ¢ üêÂÏ ¥� .l0 6� E0 Å� ,´Æ�÷ E0 ¤¢ üóø ¢¤�¢ ¤�Âì l0 ýø¤ (1;2;0;1;�1)

.Ý�õ�÷üõ Âê��µõ �µªÁð Û·õ �¤ l ø E .À�µÆ�÷ ý¥��õ l ø E Å� .´¨� Âµð¤Ã� l0 Àã� ¥� E0 Àã� �î
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