(2)üþŚÞœñŘøěøÀłďÛČÆœŘÂÔþćĆbóćŚãõýŚûŠŘĄŻĆţłÁðĆbÆÜŻďć_{dxdt = λx} (1) ĆîŘďĆóćŚãõSSþŘ φ(t) ŠŘĄŻ,λ = 1ýŘÂŞ.ťĺŘùÀłùćŘććÀäŒþ λ ŚźĂþŘďćĆîÝþćÂîüĺďÂŞŘď e ŚźĂþŘďćĆî t ýŚþĄðćÀäÂûýŘÂŞ exp(t) = et ĆîÝþćŘćöŚÈœøÝþćŘćÇþŚÞœ exp ĆŞ φ(0) = 1 ÓþÂãŮöŘĄĂäĆŞ exp t ,t ýŚþĄðŚœćŘÀäŘýŘÂŞâìŘøďć.ťĺŘ e ≃ 2/718üśþÂÖŮďŘÀÖõŚŞťŞŚŹýćÀä řóŚŻüðÄþøSSþŘýŘďŘćøťĺŘ t ĆŞťśÆœÂþÁŢÕţÈõâŞŚŮŒþ et řČŮÂŮSSþÀŞ.ÝþćÂîùćŚÔţĺŘ et ďćĆîöŚĂżÞûâìŘøďć(λ = 1ýŘěŘĆŞĎŚŞ(1)ĆbÎŞŘď)ťĺŘöŊćĄąÂŞŘÂŞöŊÕţÈõĆîťĺŘĆŻĄŮ ěŘüţŞŚŹŠÂÌõÀþŚŞ,t ÂûýŘěŘĆŞ,φ′(t) = φ(t) üðÄþøŚŞ φ âŞŚŮÂûÝþÀþćÛśìĆbÆÜŻ(1-2-33).ÀłŚŞ_{et}

ŕÂłŚŞ(1)ěŘ φ ŠŘĄŻĆîćďŘććĄŻø b ťśůõýćÀä,λ ÂûýŘÂŞĆîÝþćÂîĆÑ§ĚõÂÚþćüêÂÏěŘ Řď λ ø b ĆÎŞŘďÝČţĺŘĄąüõ.ÀłŚŞ φ(t) = bt ÛØłĆŞ t ýŚþĄðÂþćŚÖõýŘÂŞÀþŚŞ φ(0) = 1ýěŚèŊ :ćĄłüõÓþÂãŮÂþěŰďĄňĆŞĆîÀþÂČÚŞÂÑœďćŘď ψ : R −→ R âŞŚŮďĄÑĂõSSþŘĆŞ.ÝČĂîüĺďÂŞ_{ψ(t) = exp(λt)}

:ýŘùÂČźœěùbÀäŚìÕśÏÂÚþćüþĄĺěŘø,ťĺŘďŘćŘď ψ(0) = 1ýěŚèŊŕÂł ψ üĂãþ,ψ(0) = 1ÝþďŘć

ψ^′(t) = λ exp(λt) = λψ(t)1

,ùÀłùćŘćýěŚèŊŕÂłŚŞÛČÆœŘÂÔþćĆbóćŚãõŠŘĄŻüþŚţØþÕśÏ.ÀĂîüõëÀň(1)ďć ψ üĂãþøťĺŘ_{φ(t)} âŞŚŮöŚÞû_{exp(λt)bt = exp(λt)}

:ćĄłüõĆźČţœ t = 1öćŘćďŘÂìŚŞ

b = exp(λ) = e^λ (2)

ĆbÞûöĄİ.(eλ)t = eλt ĆîćĄłüõĆźČţœŚfĂÞőťĺŘùÀõŊťĺćĆŞ λ ø b öŚČõćĄäĄõĆbÎŞŘďø :ťĺŘÂþěÛØłĆŞ(1)ŠŘĄŻÂû,ÀĂţÆûÂÔňÂČèŠŘĄŻŒþťŞŚŹŠÂÌõ(1)ýŚûŠŘĄŻ_{c exp(λt) = ceλt} (3) ěŘ,ÝČûćÇþŚÞœ x0ĆŞŘď(t = 0ďćďŘÀÖõüĂãþ)ÀĂîüõëÀň(1)ďćĆî x ťČÞîĆČóøŘďŘÀÖõÂðŘ :ťĺŘÂþěÛØłĆŞ(1)üÜîŠŘĄŻŚþ,x0 = c ĆîćĄłüõĆźČţœ(3) x0eλt = x0(eλ)t (4) b^t ĆîćďŘććĄŻøřĺŚĂõ λ ,b > 0ÂûýŘěŘĆŞŚþŊĆîćĄŞSSþŘÀłđÂÎõÛśìĆbÆÜŻďćĆîýÂÚþćñŘĄbĺ

âŞŚŮŚþŊĆîćĄłüõñÀśõSSþŘĆŞñŘĄbĺ,b = eλ ùÀõŊťĺćĆŞĆbÎŞŘďĆŞĆŻĄŮŚŞ.ÀłŚŞ dxdt = λx ŠŘĄŻ?ÀĂîüõčŚ£ŮŘŘďťśůõÂþćŚÖõĆbÞû_{exp} ĆîťĺŘýćĄãňâŞŚŮŒþ exp : R −→ R âŞŚŮ.ùďŘÃð(1-34) t −→ −∞ üţìø exp t −→ 0 , t −→ +∞ üţìø exp t −→ +∞

exp(n) = e^n ÅŢ,e > 1ñŚ§.ťĺŘýćĄãň exp ÅŢ,ťĺŘťśůõùďŘĄÞû expt ĆîÝþŘùÀþć.ŰŚśŹŘ

ýŘÂŞ.n −→ ∞ üţìøÀĂîüõÛČõ0ĆŞ exp(−n) = 1en ÃČœø,n −→ +∞ üţìøÀĂîüõÛČõ +∞ ĆŞ2 ýŘÂŞ,ťĺŘýćĄãň exp öĄİ.eN > K ĆîÝþÂČðüõýďĄÏŘď N ĳČ¡ňćÀä,ùÀłùćŘć K > 0Âû řČŮÂŮSSČÞûĆŞ.x → +∞ üţìø exp(x) −→ +∞ ÅŢ,exp(x) ≥ exp(N) > K ÝþďŘć x ≥ N ■ .x −→ −∞ üţìø exp(x) −→ 0 ,ùÀłùćŘć p > 0ÂûýŘÂŞŘÂþěÀĂîüõčŚ£ŮŘŘďťśůõÂþćŚÖõĆbÞû exp ĆîćĄłüõĆźČţœĎŚŞùbďŘÃðěŘ Âû,ÀĂîüõčŚ£ŮŘŘď e−N ø eN ďŘÀÖõøćøťĺŘĆţĺĄČŢ exp öĄİ.e−N < p < eN ĆîćďŘććĄŻø N ýćÀä b > 0ÂûýŘÂŞřČŮÂŮSSþÀŞ.ÀĂîüõčŚ£ŮŘüĂČŞďŘÀÖõĆbČÌìÕśÏÃČœŘď,p Ěfůõ,üĂČŞďŘÀÖõ üãČśÏ.ťĺŘýćĄãň exp ŘÂþěťĺŘćÂêĆŞÂÊ¡Ăõ λ .eλ = b ĆîćďŘććĄŻø λ (ćÂêĆŞÂÊ¡Ăõ):ÝČûćÇþŚÞœÂþěŰďĄňĆŞĎfćŚãõŘď_{eλ = b} ĆîťĺŘ_{λ = loge b} (5)

ğĄØãõ ln âìŘøďć.ÀĂûćüõÇþŚÞœ ln ĆŞøÀĂõŚœüõüãČśÏÝţþďŚÚóĎfĄÞãõŘď e ĆbþŚŢĆŞÝţþďŚÚó čŚ£ŮŘŘďüÖČÖ§ÂþćŚÖõĆbÞûøťĺŘùÀłÓþÂãŮťśůõüÖČÖ§ćŘÀäŘĆbĂõŘćŚŞĆîťĺŘ exp âŞŚŮüśČîÂŮ.(1ÛØł)ÀĂîüõ:ÝþďŘć

ln(exp t) = t t üÖČÖ§ćÀäÂûýŘÂŞ (6)

exp(ln t) = t t ťśůõćÀäÂûýŘÂŞ (7)

:ÀœĄłüõÛňŚ§ ln ćďĄõďćÂþěńŘĄą,ÝþÀþćÛśìĆbÆÜŻďćĆî exp ńŘĄąø(6)ěŘ

ln(AB) = ln(A) + ln(B) B > 0, A > 0ýŘÂŞ (8)

ln( A B ) = ln(A) − ln(B) B > 0, A > 0ýŘÂŞ (9)3 ln(t^α) = α ln t t > 0ýŘÂŞ (10)

ÂðŘüÜîďĄÏĆŞ.ćÂîüĺďÂŞ exp üśČîÂŮğĄØãõöŘĄĂäĆŞöŘĄŮüõÃČœŘď ln ýÂþÁŢÕţÈõńŘĄą ĆÞûřČŮÂŮĆŞŚþ)ťśůõŚŻĆÞûöŊÕţÈõøùÀłÓþÂãŮ I ěŚŞýŘùěŚŞýøďĆîÀłŚŞüãŞŚŮ f : I −→ R âŞŚŮ,ÀłŚŞ f ÂþćŚÖõĆbäĄÞźõ J ÂðŘøÀłÀûŘĄą(üóøÃœřČŮÂŮĆŞ)ýćĄãňüãŞŚŮ f ,ťĺŘ(üÔĂõŚŻ:ĆîťĺŘýďĄÏ_{g : J −→ R} ,ğĄØãõ_{t ∈ I : g(f(t)) = tt ∈ J : f(g(t)) = t} ďćŚúœŊÕţÈõSSČŞĆbÎŞŘďøťĺŘÂþÁŢÕţÈõÃČœ g ÝČûćüõöŚÈœ.ťĺŘÂþÁŢÕţÈõüãŞŚŮ f ÀČĂîŋÂê ďŘÂì.ťĺŘüœøďćöŊěŘ a ĆbÎÖœÂûťĺŘùÀłŋÂêěŚŞ I ùběŚŞöĄİ.ÝþďøŊüõťĺćĆŞŘďÂÒŚĂţõŕŚÖœ øÂţðďÃŞÂþćŚÖõÅŢťĺŘüóøÃœŚþýćĄãň f ĆîŘÂþěťĺŘ J üœøďćĆbÎÖœŒþ b .b = f(a) ÀČûć h ýŘÂŞ f(a + h) ÂŞŘÂŞ b + k ,ÀłŚŞŒİĄîüêŚîùběŘÀœŘĆŞ k ÂðŘSSþŘÂŞŚĂŞ.ÀĂîüõčŚ£ŮŘŘď b ěŘÂţØİĄî:SSþŘÂŞŚĂŞ.ťĺŘřĺŚĂõ g(b + k) − g(b) k = g(f(a + h)) − g(f(a)) f(a + h) − f(a) = h f(a + h) − f(a) ÝþďŘć,k −→ 0üţìø,(?ŘÂİ)ťĺŘĆţĺĄČŢćĄąýÂČçţõŒþĆţĺĄČŢâŞŚŮŒþğĄØãõĆîŚźœŊěŘ :ťĺŘ1f ′ (a) ÂŞŘÂŞøćďŘććĄŻø limk→0 g(b+k)−g(b)k SSþŘÂŞŚĂŞ,h −→ 0

g^′(f(a)) = 1 f^′(a) (11)ÝþďŘć

g = ln ø f = exp ýŘÂŞ

ln^′(exp t) = 1 exp^′(t)

= 1exp(t)4

ÅŢ,ťłĄœ(ćÂêĆŞÂÊ¡Ăõ)řĺŚĂõ t ýŘÂŞ exp t ŰďĄňĆŞöŘĄŮüõŘď x > 0ÂûñŚ§_{ln′(x) =} 1_x (12) .ÀĂîüõÛČÞØŮŘď xα ÛØłĆŞýŚûâŞŚŮĆbČóøŘýŚûâŞŚŮñøÀŻ ln x řČŮÂŮSSþÀŞ øÛČÞØŮŘď(üÞţþďŚÚóýŚûâŞŚŮ)ŚúœŊğĄØãõøüþŚÞœýŚûâŞŚŮńŘĄąťĺÂúêťĺŘôěĎŚźĂþŘďć:ÀłÓþÂãŮÂþěŰďĄňĆŞ_{bt} âŞŚŮ_{b >} 0ýŘÂŞ.ÝČĂîýÀĂśãÞŻ_{bt = exp((ln b)t)} (13) ÝþćÂîťŞŚŹĆţłÁðĆbÆÜŻďć

b^{s+t} = b^sb^t s, t ∈ R (14):ťĺŘďŘÂìÂŞÃČœÂþěğĄœŚbõüðÄþøĆîÀČĂîĆŻĄŮ

(b^s)^t = b^{st} s, t ∈ R (15)ĆîŘÂþě

(b^s)^t = exp(ln(b^s)t) = exp(s(ln b)t) = exp((ln b)(st)) = b^{st} Řď bt üśČîÂŮğĄØãõ.0 < b < 1Śþ b > 1ĆîSSþŘĆŞĆţÆŞťĺŘüóøÃœŚþýćĄãň bt ,b ≠ 1ýŘÂŞ:ÝČõŚœüõ_{logb t}

log_b : R^+ −→ R (ťśůõüÖČÖ§ćŘÀäŘĆbäĄÞźõ : R^+)

log_b(b^t) = t t ∈ R (16)5 b^{logb t} = t t ∈ R^+ (17):ÀœĄłüõĆźČţœ(15)ø(14)ěŘÂþěńŘĄą

log_b(st) = log_b s + log_b t s, t ∈ R^+ (18)

log_b s^α = α log_b s α ∈ R, s ∈ R^+ (19):ťĺŘďŘÂìÂŞťśůõ

t ø s ÂûýŘÂŞÃČœÂþěĆÎŞŘďŚfĂÞő

log_t s = ln s ln t (20)

ěŘùćŚÔţĺŘŚŞĆîŘÂþě(ćÂîùćŚÔţĺŘťĺŘďéÂÏďćÂÚþćťŞŚŹĆbþŚŢÂûĆŞÝţþďŚÚóěŘöŘĄŮüõ ln ýŚŻĆŞ):(17)ø(19)

(log_t s) ln t = ln t^{logt s} = ln søťĺŘÂþÁŢÕţÈõ b^t ĆîćĄłüõĆźČţœýŘùÂČźœěùbÀäŚìø(13)ÓþÂãŮěŘ d dt (b^t) = (ln b)b^t (21)

ÂþÁŢÕţÈõÃČœ logb üĂãþ,ğĄØãõâŞŚŮÅŢ,ťĺŘüÔĂõùďŘĄÞûŚþťśůõùďŘĄÞûŰďŚśäSSþŘ b ≠ 1ýŘÂŞ:ĆîćĄłüõĆźČţœ(11)ěŘŚþ(20)ÕśÏøťĺŘ_{ddx logb x =} 1_{ln b ·} 1_x (22) 6